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Die naehfolgenden Unlemehungen besctelftigai sieh mit den Firn- 
damentaUehren der theoretischen Musik oder Kanonik. Die neueren 
musikalischen Schriftsteller pflogen dieselbe als eine völlig abgeschlossene 
Wissensdiafl zu betrachten , deren weilerer Anbau nicht sonderlich der 

Mühe lohne. Weon nun zwar für die praktischen Zwecke der Musik als 
Kunst die nothwendigslen Grundlagen, ihoWs auf empirisclicm th ils auf 
theoretischem Wege, längst festgestellt sind, so bleibt docli in wissen- 
schaftUcher Beziehung hier noch gar Manches zu thnn übrig. Es fehlt 
zwar nicht an verdienstlichen und in ihrer Art grtlndlichen Werken Uber 
theoretische Musik. Die mir bekannt gewordenen leiden jedoch , soweit 
sie von Musikern herrühren, an einer Schwerfälligkeit, um nicht zu 
sagen Unbeholfenheit, wrlclic die Folge einer ninngelliaflcn mathema- 
tischen Auffassung des Gcgcnslandes ist, und von .Malhemalikorn liahun, 
soviel ich weiss, seil Kulcr nur Wenige einzelnen mnsikalisc lion Pro- 
blemen ihre Aufmerksamkeit zugewendet. Euler's icntamen novae theoriae 
mtmcae aber ist von den Musikern ungUnslig bonrtheilt und als ein 
Work bezeiclinot worden, das mehr malhemülisclic S|)eculalion als nui- 
sikaihsch Brauchbares enthalte. Weuu nun Euler seine .Aufgabe allge- 
meiner fasst, als es der praktische Zweck unmittelbar verlangt, und 
daher das ganze Feld der möglichen musikalischen (lombinationea lu 
durchmustern beabsichtigt, so liegt hierin kein Grund zum Tadel , viel- 
mehr ist dieses Yerfaliii a echt wisjjensehafllich ; wenn er aber allerdings 
nicht überall die FürdurungcMi d(\s mu^^lkdll^l_llca Gehörs gebührend in 
Rechnung zieht, so musste dies freilich zu manchen unfruchtbaren He- 
sultalen führen. Insbesondere musste seine ungünstige Beurtheilung der 
gleichschwebenden Temperatur, die namentlich seitMarpurg zu ent- 
schiedenerem Ansehen gelangte, ihn mit den Grundsätzen der Musik, 
wie sie ladk nach ihm immer mehr befestigten, in Widerstreit bringen* 
Jedenfalls enthfilt aberEuler^s Werk swei mathematische Bestimmungen, 
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dereo BconlzuDg seine Nachfolger sehr zum NacbÜu»! der wisscnschaft- 
Jichen Bchaodluog der theoretischen Mosik vemachlSssigt haben; wir 
roeinon seine Massbeslimmung der Intervalle durch die Logarilhmen der 
Schwingungsverhaltnisse (p. 73) und die genäherten Ausdrucke der- 
selben mit Hülfe der Kcticnbmche (p. 75). Zwar bedienen sich Marpurg, 
Türk u. A. bei Berechnung der Schwingungsverhultntsse der Loga- 
rithmen, jedoch nur zur Abkürzung der Rechnung. Dass aber der Loga- 
rithmus des Schwingungsvorhflitnisses eines Tons, dividirt durch den 
Logarithmus von 2, als des ScbwingnngsvcrhaUnisses der Octave, das 
Intervall selbst ausdrückt, welches derTon mit dem Grundton bildet, blieb 
unbeachtet*) und kam in Vergessenheit, so dnss diese Hcstimmung bei 
Herbart, der sich ihrer I)edienr''^) und vOllig selbständig <ii)f sie ge- 
kommen zu seyn scheint, wie eine ganz neue sich darslelll. Gerade 
durch die allgemeine Anwendung jener beiden Kulerschen Principien 
erhalt nun ab«;r die gnn/o Lehre von den Tonverhallnissen eine Kinfach- 
beit und Klarheit , mit der die weitschweifige Uchandinng durch Zusam- 
menselzung der Schwingungsverhaltnisse sehr zu ihrem Nachtheil con- 
traslirt. Es ist aber nicht ein blosser nielhodisrlier Gewinn, der 
<ladurch erlnnpt \% ird , sfindrrn es ergel>en sich iuicli wcsonfÜch neue 
Re.sultale. l urs Erste ih iiilii li I;i^•s^ sicfi mit Leiclitigkcil luichweisen, 
dass jede uugicichsch webende i'cmperalur den inneru uiusikalischco 



*) Nur Lambert macht htervon eine Ansnahme; bcido Eulcrschc Dcstimmun^'cii 
kommen in seiner Abhundlui)'^' '■vr Ic ten^teromeiU en musigue (Now, Hern, de (Acad» 

de Berlin 177 i, p. 55^ in Anwendung. 

**) Zuerst in den Hanjitputirfon dr-r Mi-InjjJiysik, GÖltiiif cn . (SO", ^ fi. (Werke, 
herausgegeben von liartcit.sle in, Bd. 3, S. 46), dann in mehreren psychotogisch- 
tQustkaiiächcu Abbandlangen , die sich ioi siebenten fiando der Gesammtausgabe der 
Werke beisamiaen finden. Durch Herbart's Schriften lernte ich diese MassbesUaH- 
muDg der InCervalle zuerst kennen und habe sie in der Abhandlung über die mathe- 
ni iiische Bestimmung der musikahschen Intervalle [Ahhandluni^'cn etc. lierau$geg. von 
der Inirstl. JaMrtnfwski'scIien Gesellschaft, Leipzig, t84( I rtmfzt , olvnc zu wissen, 
dasä 6€bon im Jaiirc 1730 Euler auf sie gekommen war. Die Aawenduiii^ der Kelten- 
foräehe zur Auffindung ah^ckür/tcr Werthe der lutcrvallc laj; so nahe, dass Jeder, 
dem diese bekannt geworden waren , von selbst darauf gcliilirt werden mossle. fm 
Uebrigen mag bemerkt werden , dass jene fräbere Abbandiuiig in ilirem ersten Theile 
7'\nr 31,1111 lies Liitl;:ill. was ntirh hier, ubwobl in vervollkommnelcr Gestalt, eine .Stelle 
linden musste, in der Hauptsaclio aber einen tjanz .-indorn Zwcrk verfolgt als die gc- 
gCQW'Urlii^c , die mit der Erklärung der Sistlu ii chen Vcrhiiitnissc der Tuno nichts zu 
thun hat, daher auch in keiner Wci^ye aul lYiiicipicn beruht, die als blos hypothe- 
lischo angesehen werden kSnnen. 



Zusammcnliaii^ ili-r Intoi-v;illo nolhwomlijj; llu'ilw <'is(^ /<•»•!•('!>>! mul die- 
ser nur bei gleiehs( h\\ i bendor Tempcnifnr nni:i >t(itl l>!i ihi. I);»hci liii- 
dct man abor an« h /wcilr^ns, <lasa es nidi! !)!')> eine. soiuK ru eine 
Mehrheit von t:lri( lL>»li\\ cbenden Tenipci liuK ii jithl, die in zwei 
ClasscMi zcrl'allen, iiiifdfiL'a yonieiu>;iiiiei Gicu/.i die iiev\öhnlielie ^ieieh- 
s( liweliende Tonipeialur sielil, die ni:;!i daher die miulori; nennen 
kann. \n dieser nllmheh tind, wie beLuail, ilie ci hohlen Töne Cis. DU 
u. s. vv, von den erniedrigten Des, Es n. s. \v. nur dem Namen nach 
verschieden, in jenen beiden Classcu dagegen treten sie als wesentlich 
verschiedene Töne aus einander, und zwar Hegen in der einen Classc 
G», Bit tt. 8. w. tiefer als De$, Es n. s. w. in dei* andern aber hoher. 
Durch alle physikalische Schriften zieht sich eine Tabelle der Sehwin- 
gungsverhttltnisse der Töne, in welcher neben den bekannten festste- 
benden rationalen VerhüUnisscn der llauptlOne auch für die erhöhten 
und erniedrigten Töne rationale Schwingungsverhallnisse angegeben 
werden, und wonach den erhöhten eine tiefere Stelle als den ihnen 
nttcbslbenachbarten erniedrigten zugewiesen wird. Auf solche akustische 
AulorilAt hin ist diese Ansicht über die Lage Jener Töne auch in die 
theoretisch-musikalischen Schriften übergegangen. Bei uiiliercr Unter- 
Süchong erweist sich jedoch jene Tabelle hinsichtlich der Tixirung der 
erhöhten und emiedrigtcn Töne als illusorisch. Denn diese Fixirung ist 
nur f&r - gewisse Tonarten richtig, für andre unrichtig und hat daher 
nicht absolute, sondern nur rehilive Gulligkcit. Man kann ttbcrhaupt gar 
nicht die Schwingungsverhai Inissc und Intervalle; der Töne (Xv. 1)}^ etc. 
Ces, De» etc. eben so absolut besiimmcn wie die von I), E, Feie. 
Denn es ist unmöglich, aus den sieben UaupUönen und ihren ein Stehen 
Erhöhungen und Erniedrigungen Tonleitern zu bilden, die in allen 
Tonarien zugleich rein sind; es würde vielmehr zur Erfüllung 
dieser l urderung einer weit grosscru Anzahl von Tönen bedürfen und 
selbst dann noch für die Willkür Spielraum übrig bleiben. Die moderne 
Musik verlauf,'! aber für alle Tonarien aus i'iner massigen Anzahl von 
Tönen \voni;^>lens !)( Ii iedigendo Scalen, <Iie demuaeh nicht durchaus 
reine, sondern nur leuipi rirle, nnci zwar, wie sehon bemerkl win-de. 
nur gleiclisrhwebend leui|)ri irle Tone und lntei \alle enihallcii können. 
Iis kann jedoch, wenn, wie dies aul den SlreichinsUuiiieiilen -cseliieh! 
erniedrigte und erhöhle Töne w irUich un 1 ep.sehie<len werden, 
diese Teniperalur nicht ilie iieuohulielie gleit liM bwebendc se\n. Sie 
kann aber auch nichl m erste der beidrn ucti.mnlen Chiaacn 
füllen, obwoiil sich inuerliulb dciseiben eine Temperatur angeben Jussl. 
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die mehr als jede andere in der Geaanintheit der die Dur- und Holltoo^ 
leiter bildenden Töne der Reinheit nahe kommt; denn bei den Modula- 
tionen durch enharmonische Verwechselung zeigt es sieh, dass die 
erhohlen Töne Ci$, DU etc. höher liegen mtlssen als die ihnen nttchsl- 
benachbarlen erniedrigten, also Cw höher als Det, Dh höher als Et 
u. s. L Werden also diese Töne unterschieden, so muss die Temperatur 
in die zweite Classe lallen^ In dieser Classe stehen aber die Tersen 
etwas hoher als die der gewöhnlichen oder mittleren Temperatur, wei- 
chen also etwas mehr als diese von der Reinheit ab. Es kommt nun 
hierbei darauf an, eine solche Temperator zu finden» die, bei unmerk- 
licher Abweichung von der gewöhnlichen gleichschwebendea in den 
Hauptiönen, die erhöhten und emiedrigtea doch noch merklich genug 
nnlerscbeidet. Diesen Forderungen scheini nun am besten diejenige 
Temperatur zu entsprechen, nach welcher das Intervall der Quinte 
= II des Octaveointervalls ist, der Unterschied der nttchstbenacbbarten 
erhöhten und erniedrigten Töne j des grossen ganzen Tons betrügt 
und die letzteren fast genau mit den gleichnamigen Tönen der Kimber- 
gerschen Temperatur zusammenrailen. 

Dies sind dir* tiauptsachlichstcn Ergebnisse der nachfolgenden Un-> 
tersuchuDgcn. Nicht um musikah'sche Neuerungen , sondern um wissen- 
"SchalUiche AuHilärung des Bestehenden ist es dabei zu tliun. Diese ist 
aber um so mehr ein Bedürfniss, als einerseits namhufle musikalische 
Schriftsteller die auf den Streichinstnimcntön faciisch vorhandene Unter- 
scheidung der erhöhten und erniedrigten Töoe ganz mit Stillschweigen 
übergehen, man möchte sagen verleugnen und die Herrschaft der 
gleichschwohcndon Temperatur der Tasleninsfnimenfn auch für sie in 
Anspruch nehmen, an^irerscils aber die gerühmte Ueinhcil der musi- 
kalischen Leistungen der Streichinstrumente die Meinung anfrerhf erhlilf, 
als ob sicli hier die Musik von jeder TemperaUir befielen kounlc, was 
unmöglich scheint, indem nicht nur die erhöhten und eniieih-igten, son- 
dern selbst mehrere HaupItOne , je nach der Verschiedeidieil der Ton- 
arten, verschieden gegrill'eu werden musstcn, dies aber bei dem iidu- 
ligcn Wechsel der Tonarten grosse Unsicherheit erzeugen und ein Sjjicl 
prtma viala unausführbar machen wUrde."") Es nniss daiier allerdings 



*) In völligem Gegensatz zu der wenigstens in Deutschland jelzt überwiegenden, 
WO nicht allgemein angenomnneiien Ansicht von der Geltung der gewöhnlichen gleich- 
•chwebenden Temperatur auch für die Slrcichinstrumeote stehen die fiesullale, die 
Dthnm* (MAnom rar Je» vtUmt mm^rifvef d«$ nofai d$ la gmm» im JlMveü 4ß 
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auch diese Instrumente die j^leiclischwebendc Tcjupcmtui Ijülicrrstlieii. 
jedoch nicht die gcwöhnhchc , sondern eine solche, die sich derselben 
zwar nahe anschliesst, doch aber die erhöhten und eroiedrij^len TOoe 
von einander sonderl nnd in solcher Weise fixirt, dass der masikalische 
Vortrag , weiiti atlch bald mehr bald weniger von diesen feslen Bestim- 
mungen abweichend, doch auf sie, als die mittleren , normalen, immer 
wieder zivUckkommen muss. 



societe de$ teienus de Litte, UVI) aus seinen iu Vcrbiutlung mit mehreren Künttt- 
lem l Ogm ldlteD Vennehen lieben ta dQrüHi elatibl. Hiernach soll der geObte 
Tiolioict oder CdMat m der Doncale den grosMD imd kkiiiien Ton unteracheidefi, also 

in der Tlial eine reine Scala spielen, und sich son aller Tcmperalur frei halten. Gleich- 
wohl erkennt DoIez(>nne selbst in einer folgenden Abhandlung fsttr fr nombre des müdes 
musicaux, ebendas. p. 67) die Nothwendigkcit einer Temperatur auch für die Slreicli- 
io&lrumenle {la necessiti dm temperameatt mAne pm» iee iaetnunette i «om libret) an, 
ohne Jedoch aniugeben, von welcher Art diese Tempenlar aeyn soll. Eine Wieder- 
belang und Erweiterang seiner Venuebe wXre daher Inaserf waneehenawerth, da 
sich zuletzt nur auf cxpcriuicnlalem Wege wird feststellen lassen, welcher gleich- 
schwebenden Temperatur sich das Spiel auf jenen Fiistrumenlen am meisJen nShert, 
und unter welchen Umständen etwa der Spieler von ihr zu Gunsten der Rciobeil > 
abweicbt. 



I. 



BESTUOfUNG DER TONE AUS IHREN EINFACHSTEN 

SCHWINGUNGSVERHÄLTNISSEN. 

1^ 

Zwei oder molirorc Töne hcisscn girirli hoch, wenn ilie tönen- 
den Körper, welche sie hervorbringen, in deniselbco j^ittheil gleich- 
viele SchwiDgangeD machen. Isl aber die Zahl dieser SchwingoDgen 
bei dem einen tönenden Körper grösser als bei dem andern, so nennen 
wir den Ton des ersteren höher als den des andern, und umgekehrt 
den des letztem tiefer als den Ton des ersteren Körpers. 

Zwei gleichzeitig gegebene Töne machen auf den musikalischen 
Sinn entweder den Eindrack des WohlUangs oder des Missklangs. Im 
ersteren Falle nennen wir sie consonirende, ihre Verbindung eine 
Gonsonanz, im andern Falle dissonirende und ihre Verbindung 
eine Dissonanz. Ob zwei Töne consoniren oder dissoniren, hangt 
von den Verhältnissen ab, in welchen die ihnen zugehörigen 
Schw'ingungsinciigon stehen. Je einfacher diese Verhallnisse sind, 
um 80 wohlklingender ist die Verbindung der Töne. 

§2. 

Bei dieser nothwrtuligen Rück.siciil auf die VeihüUiiissc der 
Schwingiin^'s/.alilrii tlcr lünenden Köij)ei i^it es zweckmässig, abso- 
lute und relative Schwingungszahleu zu untcrschptdcn. Jene djUcken 
die Ärengn <\ov Srhwingungen des lönendi ii Ktii per» iu der Zeiteinheit 
(der Secuude; aus, sind die Verhalliii-^ziililen , welche ani^clvcu, 

wie viele Schwingiin.i^'t n oder Theüe von Schwingungen ein tonender 
Koipei- iiineihall» (le-sselben ZeittheiLs moehl, in welclieni ein andrer 
nur einmal schwingt. Der dem Iclzlerea zugehörige Ton hcissl dann 
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der Grundton. Ist also die absolute Schwingungszahl dcsToiKS A=a, 
. die des Tons Ii = b, die relative Schwingungszahl von B in Bezug auf 
A als den Gmodlon = y, so ist y = Umgekehrt ist die relative 
ScbwinguDg^zahl voo A in Bezug auf B als Grundton =-j=s~. Da, 

wenn 6 ^ a, y ^ 1 ist» so folgt» dass die relative Sdiwingungszahl von 
B va Bezug auf ii grösser oder kleiner als 1 ist, je nachdem der Ton 
B höher oder tiefer ist als der Ton A. 

Kommt ein dritter Ton C hinzu, dessen absolute Schwingungszahl 
= e, so ist seiue relative in Bezog auf A =:-^, in Bezug auf H = 
Isty=5|-, so ist C ebeosovtel höfaer als B, wie B höher als A, oder A 
ebensoviel tiefer als B, wie C höher als B. Da dann die relative 
ScLwingungszahl von A in Bezug auf ß = y, die von C in Bezug auf 
ß = i = so ist das Product der relativen Scliwini^ungs/alilen zweier 
Tünu, von denen der eine ebensoviel höher, wie der andre liefer ist als 
ein und derselbe dritte Ton (ihr i^i incinsuiaer Grundton), = 1 . Ist daher 
die relative Schwingungszahl des einen = y, so ist die des andern der 
rcciproke Werth - . 

y b c 

Da für beliebige Werlhe von a, b, c irnnier — . -|- = -^y^, so folgt, 

dass die relative Schwingungszahl von C in Bezug auf A gleich ist dem 

Product aus der relativen Schwingungszahl von C iu Bezug auf U iü die 

relative Scbwioguogszahl von B in Bezug auf A, 

% 3. 

Zym Töne A, B bilden Gonsonanzen, wenn ihre absoluten 
Schwingungszahlen a, b in einem der Verhaltnisse 1 H , 1 : 2, 2 : 3, 3 : i, 
4 : 8. 5 : 6 stehen. 

4) Ist a : fr = 4 : 1 , also die rehitive Schvringungszahl von B in Be- 
zug auf A , oder von A in Bezug auf B, y = 1, so beisst 1? die Primo 
von A, A die Prime von B. 

2) Ist a:6 = 1:2, also die relative Sciiwingungszahl von B io Be- 
zug auf A, y = 2, so beiüst D die Octave von vi. 

3} Ist a : fr = ^ : 3, also y = so heissti? die Quinte von ii. 

4) Ist a : 6 =: 3 : 4. also y so heisst £ die Quarte von A. 

5} Ist fl : fr = 4 : 5, also y == ^ , so heisst B die grosse Terz von A. 
6) Ista:fr = ä : 6, alsoy = -J-, so lieisslüdie kleine Terz von A. 
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Da in den Fällea 2 bis 5 die relative Schwingungszahl von A in 
Bezug auf B =-J-, also der Reihe nach -J-, -j, ist, so heisst 
dann beziehungsweise A die umgekehrte oder untere Octave, 
Quinte, Quarte, grosse Terz, kleine Terz von B. Denn da die relativen 
Schwingungszahlen dieser Töne die rcciproken Wortiio deq^igen der 
Octave, Qaiote u. s. t sind, so liegt ein durch sie iu Bezug auf A be- 
stimmter Ton ff um ebensoviel tiefer als A wie B hoher als X (§ 2). Im 
Gegensatz za den unleren Octaven, Quinten u.a. w. kann man die Octa- 
ven, Quinten u, s. w. selbst aueh die oberen nennen. 

§»• 

Peziehen sich die relativen Scfawingüngszahlen ^> f • y. -f * T 
einen und denselben Gnmdton, so sind durch sie filnf von diesem ver- 
schiedene (höhere), mit ihm aber consonirende TOne bestimmt. Man 
kann nun weiter aus ihnen die relativen Schwingungszahlen derjenigen 
Tone bestimmen, die mit jenen der Reibe nach consoniren, wenn 
man deren obere und untere Terzen, Quarten, Quinten und Octaven 
sucht, indem man jede der relativen Schwingungszahlen % y, l , l 

sowohl mit jeder dorsclbcn als mit jedeui der rcciproken Wcrlhe Y' 

8 4 5 

T» T» T "i"'fi{*''<^^''f- J^bin erhalt liierdurch drei Classen von Tönen, 
theils nümlirli solche, deren relative Scliwingungszahlen zwischen denen 
derPrime uüdndave, also zwischen 1 und 2 hVgen, llieils solche, deren 
relative Schwiugungszahlen > '2. (heüs endlich solche, für welche diese 
Zahlen < 1 sind. Wir bedürfen jedoch für unsern Zweck zunächst nur 
der Töne der ersten Classe und übergehen daher diejenigen Producte 
der relativen Schwiogungszahlea, die > 2 und < 1 sind. 

§3. 

Uiemach erhalten wir nun, wenn wir von der Octave aus ^nr cessiv 
zur Quinte, Quarte u. s. f. Ubergehen und, wo es hObere lOne giebt, 
diese zuerst bestimmen, folgende Hesullatc. 

4) Die untere kleine Terz der Octave giebt die relative Schwingungs- 
zahl y ~2 • j = -|-. Der Ton, dem sie zugehört, heisst die grosse 
Sexte. 

2) Die untere grosse Terz der Octave giebt y = 2 • -j = -j-^ Der 
zugehörige Ton heisst die kleine Sexte. 

Die untere Quarte der Octave giebt y = ^ '^z=z-j, iUe Quinte. 
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EbeDso giebl die untere Quinte der Octavey = 2 • y. die Quarte. 

3) Die Icleine Terz der Quinte giebt y — j' y ^ ^'^ grossere 
kleine Septime. 

4) Die grosse Terz der Quinte giebt y =^ ^ • = ^, die grosse 
Septime. 

Die Quarte der Quinte giebt, wie schon aus 2 folgt, die Octave. 

Die untere kleine Terz (lor Quinte «iebt« — — — ^' , (lloirnjsscTerz. 

Hieraus folgt von selbst, dassi die unlere grosse Terz der Quiiile 
die kleine Terz giebl. 

">) Die untere Quarte der Quinte giebt y = |--^=—, die grosse 
Secunde. 

Die kleine Terz der Quarte giebt y ^ • y — y, die kleine Sexte ; 
die grosse Terz der Quarte y = y • = y . die grosse Sexte. 

6) Die Quarte der Quarte giebl y = y • y = y, die kleinere 
kleine Septime. 

Die Quinte der Quarte giebt, wie sich nach 2 von selbst versieht, 
die Octave. 

7} Die untere kleine Terz der Quarte giebt y = y • y = y, den 
kleineu ganzen Ton. 

8) Die unlere grosse Terz der Quarte giebt y = y • ^ =^ — , die 
kleine Secunde. 

Dass die kleine Terz der grossen Terz und die f;rosse der kleinen die 
Quinte flieht, folgt sciion aus 4; eben so aus '.'), 4 und 3. dass die 
Quarte der grossen und kleinen Terz resp. die grusüc und kleine Sexte, 
die Quinte der grossen und kleinen Terz resp. die grosse Septime und 
grössere kleine Septime. Es giebl aber 

9) die grosse Terz der grossen Terz y — -j • y ^ — , die über- 
mässige Quinte; 

40) die unlere kleine Terz der grossen Terz y = — . — = |j, die 
übermassige Prime; 

11) die kleine Terz der kleinen Terz y ^y.y=^|, die grossere 
verminderte Quinte. 

§«• 

Ordnen wir dk gewonnenen neuen Töne nach der Grösse ihrer re- 
lativen Scbwingungszablen, so erhalten wir folgende ZusammensleUuog: 
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« ::■ 
är 


_ «* 

— « 

8 ' 


grOssoro kleine ScpUmc. 


« ^7 
7 


. 9 

" V' 


kleinere kleine Septime, 


tf = 
9 


_ *« 

~ 9 ' 


f^rossc Sexte, 


V — 
* 


.1 


kleine Scxlo 


9 


_ H 
5 • 


iltiftrmMsBigift Ouinte. 


tf = 

9 




grössere vermindcrlc Quitile , 


y ^ 




grosse SecuDdc, 




• 

^ 8' 


kioioer ganzer Ton, 




1« 

S ' 


kleine Soctindc. 


y = 


46 
- IB' 


Ubermlissige Prime, 


y - 


95 

" 24* 



Vergleicht man diese Hcaüminiingen. llieils untereinander, Iheils mit 
(leiieii in § 3, so ergicl>l üich, dsi.ss Qiiai l(! mul Oiiiiiie, i^iosse Terz und 
kleine Sexte, kleine Terz utui grosse Se\t(\ i^rosse Seciinde und kleinei e 
kleine Septime, kleiner uiui/er Ton und i;ri)sseie kleine Se|itinie, endlich 
kleine Sccundc und grosse Sej)tinie relali\c Schuingun.Lszahlen h;d)eu, 
deren Prodiirt al.>u gh^ich der Sciiwingungszahl der Octavc. Wegen 
der an Einerleilieil grenzenden \ erwandschafl der Oclave zum Gnuul- 
lon (welche sveiter unten naher beleuchtet werden w ird], pflegt daher in 
allen diesen Tonpaaren der eine Ton der umgekehrte des andern ge- 
nannt zn werden. In diesem Sinne heisscn die Sexlen umgekehrte Terzen, 
die ScptimcD umgekehrte Secunden und die Quarte eine umgekelirle 
Quinte. 

§7. 

Durch Fortsetzung des in § Ii eingeschlagenen Verfahrens in Be- 
zug auf die ge\vonncnen elf Xüne erhalten wir weitei-e Tonbeslimmungeu. 
Es giebt nämlich 

4) die unlere Quarte der grossen Septime y = ' t ^ äi* ^'^ 
grössere übermässige Quarte; 

2) die untere Quarte der grosseren kleinen Septime y = ^ ^ — ^, 
eine alterirte Quarte; 

3) die untere kleine Tei /. der Ueiucreu kleineu Septime 
ciue ultcrirlc Quiote; 



Digitized by Google 



Cm ■nsiKAUscoB ToNBBsniiiivira mo Tkweiatdk. 1 3 

4) dio untere grosse Terz dcrkleiDorcnklcinonSeplimesf =^ • T=n* 
die sogCDamito falsche oder kleinere verminderte Quinte; 

5) die untere Qnlnlc der kleineren kleinen Septime y= ^ • 4~27' 
eine attcrirte kleine Terz; 

6) die untere kleine Terz der grossen Sexte y = ~ > — die 
kleinere übermässige Quarte; 

7) die kleine Terz der kleinen Sexte sf = y'-| = j|, die grossere 
verminderte Octave; 

8) die untere grosse Terz der kleinen Sexic // - ' 4^ ^H, die 
verminderte Quarte; 

9) die grosse Terz der übermässigen Quinte y — H- { ~ ^\ ciuc 
alterirCe Octave; 

1 0) die untere kleine Tei-z dpr übei massiarcn Quinte « — • ^ — 

die übcrmUssii^e Terz (ila dieser Werth zwischen den beiden ge- 
wOhnliehen ücstimmungcn und JJ ' in der Mitte liegt); 

11) die untere Quarte der übernuissigeu Quinte y = • y = jj, die 
grössere übermassige Secunde; 

1 2) die Ueine Terz der gröss('renveiTninderlen Quinte y=J^- y— 5 jj, 
die grössere verminderte Septime; 

13) die untere grosse Terz der grösseren verminderten Quinte 

BA A Iii 

y = jg.y=:.^-, die grossere verminderte Terz; 

1 4) die untere Quarte der grosseren vermind. Quinte y = • * = H 
das grosso Limma;*) 

1 5) die Quinte der grossen Secunde y= l ^ = eine a 1 1 c r i r t o 
grosse Sexte. 

Aus dem kleinen ganzen Ton und der übermüsstgcn Prime ergeben 
sich nur Töne, die schon zuvor bestimmt sind. 

Auch jeder dieser fünfzehn neuen TOne kann zu weiteren Tonbc- 
stimmuDgcn benutzt ^vcrdcn. Wir Übergehen jedoch die als »allerirtcc 
bezeichneten, so wie das grosse Limma, so dass dann, nach der Grösse 

*y Genau genommen bezeichnet dieses, so wie die spiitcr folgende üicsi$, keinen 
Ton, sondern ein Komma, also im weitem Sinn ein Intomll. Wie indess Secundon, 
TcnEen, Quarten u. s. w. Intervalle und Tdne sntgleicfa bezeichnen , so sclietnt es aacb 
erlaub^ diesen Cebcauch auf die Kommala überzutragen, wo der durch sie bestimmte 
Ton eine Benennung eifonlert. 
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g( üidiict, üiing lileibcn die i,'tö.sserc vcnumderlu Oclave, errössere ver- 
inindorlo Septime, kleinere verminderte Quinte , grössere übrinllssigo 
Quarte, kleinere ubermiissige Quarte, tlberniüssige Terz, verminderte 
Quarte, grössere Übermässige Secunde, grössere vermiaderte Terz. Es 
giebt DUQ 

4)dieuntere E^r. losz der grösseren verminderlenOctavc y =^ . • y^jjjt 
die verminderte Sexte (da dieser Werth zwischen den beiden ge- 
wöhnlicbea Besümmimgeii ||| und ^ last genau io der Mitte liegt). 

Wirttbeiigefaeadie untere gr Terz der grosseren venninderten Septime 
^ und die untere Quarte derselben ||| , da jene der kleineren ttber- 
massigeo Quarte, diese der übermass^en Torz sehr nahe kommt. Da* 
gegen giebt 

2) die kleine Terz der kleineren verminderten Quinte y =: ^ • — = 
die kleinere verminderte Septime; 

3) die Quarte der kleineren verminderten Quinte y = H ' T ~ Iii* 
die kleinere verminderte Octave; 

4) die untere grosse Terz der kleineren verminderten Quinte 
y = ^ • *■ = die kleinere verminderte Terz; 

5) die grosso Terz iler grösseren Ubermüssigen Quarte^ =^*y=m, 
die grössere übermässige Sexte; 

6) die unlere Quartedergrüsseren Ubermüssigen Quarley= j|* y=J||» 
das kleine Limma; 

7) die grosse Terz der kleineren ubermassigen Quarte y = ^ * ■^=^» 
die kleinere übermassige Sexte; 

8) die Quarte der kleineren (ibermassigen Quarte y ^ • -1 = 
eine alterirte grosse Septime; 

9) die untere kleine Terz der kleineren übermassigen Quarte 
y = II . i. = die kleinere übermässige Secunde. 

Wir ubergehen die grosse Terz der übermässigen Terz, — , eine 

allerirtc kleine Sexte, und die untere kleine Terz der UberraUssigcu Terz, 

II 

— , welche sehr nahe mit dem grussen Liuujia zusammenlrifll. Dage- 
gen giebt 

32 4 ISS 

4 0) die untere grosse Terz der verminderten Quarte y — . y — 
die kleine Diesis. 

Wir übergehen die grosse Terz der grössorea übermJlssigcn Secunde, 
1^, welche nahe mit der altcrirteo Quinte ^ zusammeuli iiTt. 
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Die grössere verminderle Terz giebt, wenn man ihre kleine Terz 
nimmt, welcher Tod, wie schoa erwähnt, nahe mit der kleiaeren 
tlbermSssigen Quarte BUSDounentriffl. 



Stellen wir jelzl die in den ^ 3 bis 8 bestimmten Töne nach der 
Grosse ihrer relativen Schwingangssahlen geordnet zusammen nnd 
drücken diese, zur leichteren Veiigleicbung ihrer Wertiie, in Decimal- 
brachen aus, so erhalten wir folgende Tabelle: 

y 



128 

1S5 

S4 



= 1,00000 



= 4,02400 
U =1,04167 

J|5= 1.05469 
5^ :-= 1 ,06667 
II =1,08000 
7=1,11111 
4=1.12500 
111=: 1,13778 
Jl*-= 1,15200 

1S5 



1) Priiiic, 
ft) kleine Diesis, 

3) obermAssige Prime, 

4) kleines Limma, 
6) kleine Secunde, 

6) grosses Limma, 

7) kleiner ganzer Ton, 

8) grosse Secande, 
0) kleinere verminderte Terz, 

10) grossere Torminderte Terz, 

1 1) kleinere llbermfissige Seconde, ^=^1,1 5740 

1 2) grössere ttbermössige Seconde, —1,17188 

1 3) alterirtc kleine Terz, 

14) kleine Terz, 

1 5) grosse Terz, 

16) Terminderte Quarte, 

17) übermässige Terz, 

18) Qaarte, 

19) alterirte Quarte, 

20) kleinere Obermössigc Quarte, 

21) grössere übermassige Quaric, 

22) kleinere verminderte Quinte, 



82 



= 1,1 8a 19 

i- =1.20000 
1=5 1.26000 
=: 1,28000 



32 
95 

— =- 1,30208 
4 = 1.33333 
5=1,36000 
^ =1,38889 

1,40625 
Ji== 1,42222 
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23) gr()S5ere verminderte Quinte, 

24) alterirle Quinte. 

25) Quinte, 

2G) vcrmindei le Sexte, 
S7) ubennassige Quinte, 
S8] kleine Sexte. 

29) grosse Sexte, 

30) alteiirtc grosse Sexte. 



33) kleinere libermassigc Sexte, 
31) grössere übermässige Sexte, 

35) kleinere kleine Septime. 

36) grossere kleine Septime. 

37) alterirte grosse Septime. 
38} grosse Septime, 

39) kleinere verminderte Octave, 



36 
SS 




4.44000 


40 
i? 




1,48U8 


8 

i 




1.50000 


4 92 
425 


- — 


1,52800 


S5 
«« 





1.56250 


8 
8 




1.60000 


• 

S 




1.66667 


87 
1« 




1,08750 


4t8 

'7T 





1,70667 


%i6 

m 


= 


1,72800 


m 

71 


= 


1.73611 


23S 

m 

16 
• 




1,73781 
1,77778 


8 

S 




1.80000 


SO 

%1 




1.85186 


15 

8 




1,87500 


SS« 
485 




1,89630 


4S 
M 




1,92000 



^ = 4,9531S 

1 =2,00000 



41) alterirte OcUive. 

42) Octave, 

In dieser Tabelle haben je zwei Töne, von denen der eine eben so 
weil vom Anfang der ganzen Reihe, wie der andre vom Ende derselben 
entfernt ist (deren Numern also immer die Sumuic 43 geben), relative 
Schwingongszahlen. deren Product = 2 ist. 

§ ««• 

Im VorstehL'iuleu sind au.s Jeu relativen Schwingungszahlen der 
Octave. Uuinto. Quado, grossen und kleiueu Tci z die aller übrigen Töne 
abgeleitet wordcu. Die jenoi liinf mit dem (iruiidtuii consonirenden 
Töne lassen sicli aber auf di(>i rcduriren. Denn üey allgemein die 
Schwingungszahl der grossen Terz ^ T. die d( 1 Quinte = 0, wo die 
der Octave = 2 ist, so ist die i-elative Schwingungszaiil der Quarte 
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= die der kleinea Terz = Wiedeiliolt maa nun das in den g 5 
bis S angewandte Verlahren io Bezug auf diese allgemeinen Ausdrücke 
der relativen Schwingnngszahlen jener mit dem Grundton consoniren- 
den Töne, und beachtet, dass 0 = y» 7 = -p-, so erhalt man die fol- 
gende Tabelle, welche die Form der Abhängigkeit der relativen 
Sdiwingungszahlen der Tone, sowohl von denen derOctave, Quinte 
und grossen Terz, als auch von den absolut«! Zahlen S, 3, 5 auf einmi 
Blick llbersehen Issst und so angeordnet ist, dass sich die Töne, deren 
relative Schvvingimgszablen das Product i geben, gegenaberstehen. 



1) rTlID6, 






il 1 


t o \ 


Oclave, 




1 




5' 


1 1 \ 
41 ) 


fittenrt« i/ciavei 


SL\ nk*nnllasiaiA PinmA 
UWlllJaSBIga FnUMOf 






5» 
8*3 




mniHsA vttfBfnSntfl (^f>tjavja 

nruioS* tciiuiuii* vwuiW| 


9) U6ID6S UIDIDfli 


iß,T 




8V5 


oo 1 


Eir. venDiQO. uciave, 


»• 
s 

Q.T 




r 
a. 5 


6J grosses LiEDmai 


V 




»• 

5» 


il) 


alter» grosse Septime, 


7) ueinwgaDier roD) 


i.T 

T 




S.5 
»» 


36] 


grossere kl. Septime, 


8) grosse SMonde, 


s 




8* 

-jT 


35) 


kleinere kl. Septime, 


9) kleinere vermind. Terz, 


»• 




arp 


34) 


grüss. Ubermäss. Sexte, 


40) grössere vermiad. Ten, 






2*. 3» 


33) 


kleinere ttbermass. Sexte, 


14) Ur. ObermSss. Secnnde, 


s.r* 




»• 

PTä» 


38) 


gross, vermind. Septime, 


4S) gross, tkbennass. Seeonde, 






8.5» 


31) 


klr. vermind. Septime, 


i 




i* 


13) allerirte kleine Terz, 


i* 




1» 

3» 


30) 


aller, grosse Sexte, 


14) UmneTen, 


Q 
T 




2.3 
5 


39} 


grosse Sexte, 


15} grosse Ten, 


T 




5 


28] 


kleine Sexte, 


16) verminderte Quarte, 


% 




«• 

5« 


27) 


tlbermässige Quinte, 


1 7} Übermässig Terz, 


Q 




6» 
8». 8 


m) 


verminderte Sovle, 


46) Quarte, 


fl 




a* 
s 


25) 


Quinte, 


49) «Iterine Quarte, 






8« 


2i) 


alterirte Quinte, 


«. r 




«'.5 


20) klr. ttbermass. Quarte, 


1. T* 




5» 

2 3» 


23) 


gross, vermind. Quinte, 


24) gröss. UbemiSlss. Quarte, 


3 




3'. 6 

a» 


22) 


klr. vermind. Quinte, 



2» 

Q.T": 

T 



s 

■ 6» 

g» 

3 . 5 
SS* 



■ 3» 
8» 

■ 5" 
S* 

• 



i 

8.7* 



8«. »• 
.8». 1* 



i* 8» 


8 

a.r 


3.5» 
8» 

— i* 

5 


« 
s 


8 

a» 


T 
2* 


s 

B« 

t* 


9.0 


8«. 8 


(? 


s 

a».ö 

— ~F" 
av »• 




5» 

8* 




-—irs 



AUmuhU. i. K. S. G«. i. WimaKb. IV. 
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§11 



Mau kimn diese 40 zwischen der Primc und Octuvc liegende Töoe 



iu folgende acht Classcn bringen. 



I. 

i^) y= Q = 

30) |f= = 
III. 

15) 1/= T = 

27) y= P = 

41) y= P = 



V. 

38) if = Q.T 
12) y = ^ 

34) 

4)» = ^^ 



VII. 

3) ?==f 

Q 



14) y= f 

36) y= f 

23) y= f 

10) y 

32) y 



10) J/ = I- 
_ 0* 

6)y = ^ 



5 

8" 



t.5 

V 

3». 5 

1*5* 

9' 

a».5 



8« 

ITT 
i.t 

5 

5 

~8"~ 

8» 
8« 

8« 



II. 

36) y= ^ 
13) y = 



28) y 

16) y 

2) sr 

«) J 

31) sr 

22) y 
9) y 

39) 9 

40) 

2G) y 

29) y : 
7) y: 

20) y: 

33) y - 
11) y: 

24) y: 
37) y: 



IV. 

t 



VI. 
t 

Q.T 

VIII. 

«.<? 



i.T 

Q 
«.7* 

(>• 

i.T* 

2vr 

(?* 
8*. r* 



8 

1» 



8 
8' 



_!L 

3.5' 
2* 

3'. 5 

3-.r,' 

2» 
8* 8 



8*.» 

~w 

2*.8 
5 

T 

3* 
8« 

5* 

1*. 3» 

2«.5 



Kbh Übersieht sogleich, dass die T(jne der ersten und zweiten 
Glasse nur von der QuiDle« die der dritten und vierten nur von der 
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grossen Terz, die der vier letzten Classen von Quinte and grosser Terz 
zugleich abhängig and. Die Ptoducle aus je Zweien einander gegen^ 
ttberstehendon Ansdrttcken sind dorcbgängig = 2. Der zweite Ton in ' 
diesen Paaren ist also immer ebenso als unterer Ton der Oelave be- 
'nannt wie der erste als oberer Ton des Grundtons. 

f 

Wir können aber auch in noch einfacherer Weise das iiilduDgsge- 
setz dieser Tone daiötellon. Ue!)erall nltmh'ch wo in den vorstehenden 
allgemeinen Ausdrucken durch Q und T der Nenner i vorkommt, zeigt 
dies an, dass der entsprechende Ton die untere Octave eines andern 
Tons ist, dessen Ausdruck durch Wegiassung dieses Nenners erhalten 
wird. Eben so zeigt der Nenner 2' an, dass der eni sprechende Ton die 
zweite untere Octave eines Tons ist, dessen Ausdruck durch Weglas- 
sung dieses Nenners sich ergiebt. In gleicher Weise zeigen die alige- 
meinen Ausdrucke, in denen 2 oder 2' als Factor des Zahlers vorkommt, 
an, dass die ihnen entsprechenden Töne erste oder zweite obere 
Octaven von Tönen sind , deren Ausdrucke durch Wegiassung dieser ' 
Factoren erhalten werden. Man kann also die im vorigen § aufgeführten 
Tone auf solche zurückführen, deren AasdrQcke nur Q und T ohneZah^ 
len-CoefBcienten oder Zahlen^Nenner enthalten. Aus diesen Ttfnen er* 
geben sich also die vorstehenden, wenn man diejenigen unier ihnen, 
deren relative Sdiwingungszahlen > 2 shid, je nachdem sie < 4, oder 

> 4, aber < resp, um eine öder zwei Octaven erniedrigt, dieje^ 
nigen aber, deren relative Schwingungszahlen < 4 sind, je nachdem sie 

> 4-1 oder < y> »her > resp. um eine oder zwei Octaven erhöht. 
Diese TOne nun, die wir mit denselben Numem bezeichnen wie die 
ans ihnen abzuleitenden, lassen sich mit den übrigen der im Vorigen 
ao^efllhrten 40 Töne zusammengenommen in folgende acht Classen 
bringen* 

1. 

25) 0 = f ; 8) 0» = ; 30) 0» = 1^ . 

II. 

18} ~ ~ ; 35) -j^ = V i 13) -jr ■ 

2* 
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<5) T = 



s • 



28) 4- = f . 



M. W. DnuDiscii, 
III. 

27) r» = 



6» 



IV. 

16) ^ = 



41) r» = I- . 



HS ; 2) — 



38) Ö.T: 

12) O l*: 

^ - 



t.t . 

ja » 



3.6 ' 



S*.5 



24)o».r=^, 

34)(?.P=i^. 
VI. 

• VII. 



U) 


<? > • > . 
r — » » 


40) 


Q 

-fr 


aM 


36) 


(?• 3» . 

r — "s ' 


23) 


0' 
r 


8». 8» 
5* 


49) 


T — 1.» ' 




(?• 


a.8» 

8* 



29) .-L 

") ^ - 



s.s * 

a'.a ' 
ITT» 



VIII. 



20) 
33) 



5* 



' 8*. 8* 



4) o».r= 



SV5 



8*. 6 ' 



«6) |r 

32) ^ 



a*.3 

4*. 3» 

's»'» 



8*) -9- 

ZI 



37) 
41) 



5* 
t.8»» 



. § <3. 

Die EigentbQmliehkeit der Bildung jeder dieser acht Classen lissl 
sieb, wie folgt, näher bezeichnen. In I werden die Tone von der Prime 
aus durch Aufsteigen, in II durch Herabsteigen nach Quinten 
bestimml. In III c'ri<el)en sich thc Tüue ebenfalls von der Prioie aus 
durch Auf steifro n . in l\ durch Herabsteigen nnrh grossen 
Terzen. Die Töne, der Classen I und II sind also mit \ m der relati- 
ven Schwingungszahl der Quinte, die der Classen III uml IV nur von 
der (h'r i^rossen Terz ahbüni^ig. Die Töne ni V entstellen sowohl. Nvcnn 
man vou jedem Ton in Hi nach Quinien, als wenn man von jedem 
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Ton in I nach grossen Terzen aufsteigt. Die Töne in VI ent- 
stehen sowohl, wenn man von jedem loa in lY nach Quinten, als 
wenn man von jedem Ton in II nach groBsen Terzeo herabsteigt. 
Die Töne in VII ergeben sich sowohl, wenn man von jedem Tod in IV 
nach Quinten auf-, als wenn man von jedem Ton in I nach grossen 
Terzen herabsteigt. Die Tom m Vm endlich ergeben sich so- 
wohl, wenn man von jedem Ton in III nach Quinten herab-, als 
wemi man von jedem Ton in II nach grossen Terzen aufsteigt. 
Im Uebrigen erhellt von selbst, dass die sich der Reihe nach entspre- 
chenden Töne der Gassen I und II, III und IV, Y und VI, VII und VUI 
reciproke Schwiagungszahlen haben. 

Es leuchtet ferner ein, dass in joder dieser Classen die Bildung von 
Tönen ins Unbegrenzte geht, und /war in I bis IV nur nach einer, 
in V bis VIII ab6r nach zwei Ricliliuigeii. Denn die ersten vier 
Classeu stellen nur einfache Reihen, die übrigen aberUeilien von Reihen 
dar. Es ist leicht, das allgemoine Glied jrder dieser einfachen Reihen 
und Doppelreihen darzustellen. Es findet sich nümlich 

för I. 0-=:=|;; fttr V, Q-.T-= ; 

fbrH, ^ = fllr VI. ^^f^= '3. ,.. l 

farUI. r-^.;:; für VII. 



für IV, i^=:|f; flIrVin. ^ 



5» 



Hieraus ergiebt sidi die wichtige Folge, dass, wie weit man 
auch in der Bestimmung von den Tönen nach dem ange- 
gebenen Bildungsgesetz gehen möge, man doch niemals 
auf eine obere oder untere Octave eines nach demscl-. 
beu Gesetz be .s 1 1 in m i cn Tons kommt. Denn da die rclu'jvo 
Schwingungszahl der k-len Octave irgend oinos Tons, dessen rcialive 
Schwingungszahl = a, durch 2*. a ausgedruckt wird, so wäre es nur 
denkbar, dass Töne der Classen II, IV, VF, YII 'wenn 2w > »j^ und 
Vin (wenn 2h < m obere Octaven andrer, nach demselben Bildungs- 
gesetz lyestimniter Töne würen. Giebt man nun den allgemeinen Glie- 
dern dieser Classen der Heilie nach die Können A-ler Octaven^ nämlich 
2*. ÜL-*. 2*.^"*="-*. 9* s"". V _ 

* «M > ^ «111,5» > * 5* » * ^im^mTjrg^t 

80 müsste es in den acht Classen Tone geben, deren Scbwiogungszahlen 
die Fonnen 
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haben, was nicht der Fall ist, wie die Ycrgleichung mit den angcgcbo- 
nen Formen der allgemeinen Glieder lehrt. Auf ganz nhnlicbe Weise 
lasst sich leicht erweisen , dass eben so wenig ein nach dem angegebe- 
nen Bildungsgesetz bestimmter Ton irgend eine untere Octave eines 
andern seyn kann. Hieraus ft»lgl. dass in der ganzen Reibe der so be- 
stimmten Tone keine PeriodiGilfii statt findet. Man kann jedoch 
jeden erhaltenen Ton um 1, 2, 3 . . . Oclaven erhohen und erniedrigen, 
und hierdurch zwischen je zwei nScbsten Octaven, mögen sie hoch oder 
tiefliegen, immer gleich viele Töne bestimmen, die zu den sie ein- 
schliessenden Oclaven in denselben Verhttltiiissen stehen. 

Endlich ist auch leicht zu ersehen, dass kein Ton der einen 
Classe mit einem Ton einer andern Classe zusammen- 
fall on kann. Denn es mtlsste daim cntv%edcr ^ = ^ , d. i. wenn 
2n > m :V" 2*—» = ö", wenn 2» < m, 3- = 2"— ö", oder » 

_ "-a" j 5 = 2* seyn, was beides unmOgliGh ist. 
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* 



IL 

. bbsummung der tonintervallb. 

Das musikalische Gehör unterscheidet die Höhe der Töne weder 
nach dem geometrischen noch nach den ariüimelischen Verhältnissen 
ihrmr Schwingung^hlen. Denn angenommen das Erste« so mOsste das 
Ohr (Ke Hohe der Oetave doppelt, die der Quinte {-ma), die der Quarte 
ymal so gross als die der Prime finden a. s. f., was hiebt der Fall und 
Oberhaupt eine dem GebOr ganz fremde Art der Schatzwig der Tdne 
ist. Aogenommen das Zweite, so sind, wenn «die absolute Scbwingangs- 
zaU des Grundtons, die absoluten Schwingungszahlen seiner Isten, 2ten, 

dien (» — 1)ten, nten Octa^e der Reihe nach 2a, 4a, 8a 

8"~^a, 2"a. Dann müsste dem Gehör der Unterschied zwischen der 
Isten und Stcn Oetave 2mal, der zwischen der 2lcn und 3ten Imal, der 
zwischen der («— 1)ten und «ten Oclave 2"~*mal so f?ross erscheinen 
als der Unterschied 7.\visclieu iler crslcii ()ctav(i und dem Grundton; es 
muä2»lc das (*t hol nach denselben Verhiiltnissen zwischen je zwei uüch- 
slenOctnvon um so nu iu Töne unterscheiden, je höher dieselben liegen, 
iudess es doch zwischen denselben, wie hoch oder tief sie liegen mögen, 
nur immer dieselben Tonuntcrstliiede , nicht mein' und nicht weniger 
empfindet. Allerdings aber unterscheidet es Differenzen der Töne, 
die sich auf ihre verschiedenen Höhen beziehen, nur sind dieselben nicht 
die ihrer Schwingungszablen , oijsvdhi diese ihre Höhe bestimmen. 
Heisscn nun diese Dinerenzen ilio Intervalle der Töne, und wird hier- 
bei der Grundton als derjenige Ton angesehen , in Beziehung auf wel- 
chen die Verschiedenheit der übrigen Töne durch Zahlen bestimmt wer- 
den soll, 80 fragt es sich, auf welche Weise dies geschehen muss, und 
in welchem Zusammenhang diese Zahlenbestimmungmi der Intervalle 
mit den Schwinguagszahlen stehen. 
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Hierauf gicbt nun füllende Betrachtuni; Antwort. Die relativen 

Schwiniriingszahlcn der siicc('ssi\on Oclaven irgend eines angenomme- 
neu Cirundtons bilden mit diesem die geometrische Reilie 

20 21 §2 2', ^, 

die Expoueuteu der Glieder dorsolben die arithmetische Reihe 

0 , I , i. 3 n. 

Ist nun. wie bisher. ?/ die relative S( l]\vinmingi<;7:ahl irgend eines zwischen 
dem Grundton und seiner er.^leu Octave hegenden Tons, so kann man 
sich dieselbe als eine Potenz von 2 vorstellen, deren Exponent x 
zwischen 0 und i liegen muss, so dass also 

woraus folgt 

Bedient man sich der gemeinen Briggischen Logarithmen, go igt 
log 2 0,30103, daher dann 

= 3,381 90. log y. (3) 
Bedient man sich aber solcher Logarithmen, deren Basis = 2, so wird 
log} 2 = 4, daher dann 

X = log, y. (4) 
Da die relativen Schwingungszahlen der Töne, die um 1, 8. 3, ... .it Octa- 
Ten hdher liegen, der Reihe nach 2y, 2^» 2^. • * • • sind, so ergiebt 
sich aus der Gleichung (I) 

woraus folgt 

* + «=*^ = «og,(8-ff). (5) 
Bben so folgt fUr die Töne, welche um I, 2, 3, .... n Octaven tiefer 
liegen als der Ton, den y bezeichnet, und deren relative Schwingaogs- 

zahlen also der Reihe nach |-, |;, p- sind, 

y am—n 

a» — * » 

daher 

.-,. = ^^f' = .„,,(»,). («; 

Cs kann also mittels der Forniehi (2!) bis {üj fttr jeden Ton, dessen re- 
lalivc Schwiugung.szaiil gegeben ist, zwischen welchen Octaven des 
Grundtons er liegen möge, der Exponent x von 2 gefunden werden, der 
eine dieser Schwingungszahl gleiche Potenz giebt. 
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■ 

Scy nun die relative Schwingungszahl eines Tons, der höher liegt 
als der durch y gegebene, = y', der Exponent von 2 , der eine dem 
Werthe tod y gleiche Potenz giebt, = x\ so ist nadi demVorstehendeo 

daher 

^■ = r-'; (7) 
'••-• = log, (8) 
OlTeobar wird x' — x=i, weniiy'^ Sy, also der zweite Ton die 

Octave des ersten ; es wird ^ 1 , je nachdem y ^ 2y. Diese Differenz 

5*' — ar = logjy'^ — lo-^s!/- ^^hso die Differenz der Logarithmen 
der relativen Schwingungszahleu y', y bestimmt nun, wie sich 
soirh^ifh dfnithcher zeigen wird, die Grösse des Intervalls 
zwischen den beiden durcii y gegebenen Tönen. 

§16. 

Die Musik misst hekanntlu h die Grösse der Intervalle der Töne, deren 
sie sich bedient, nach Z^NuHtein derOctavoab, die sie halbe Töne nennt. 
Wir können nun untci -unhcn, wie weit dict,ü Bcstiniauing mit der gegebe- 
nen logat ithiüischen zusamnientrilTt. Die Tüne, weiche die .Musik, wenig- 
stens auf den Tasteninstnnnent'^n , ausschliesslich verwendet, sind die 
Primc, kleine und grosso Secunde , kleine und grosse Terz, Quarte, 
(grössere) übermässige Quarte, Quinte, kleine und grosse Sexte, (klei- 
nere) kleine Septime, grosse Septime und Octave, also die Töne , deren 
relative Schwingungszahlen in § 9 unter Nr. 1, 5, 8, H, 13, 18, 21, 25, 
28. 29, 35, 38 und 42 angegeben sind. Berechnen wir nun nach der 
Formel (3) im vorigen § die Werthe ihrer Intervalle x mit dem Grund« 
ton, stellen diese mit den Werthen d?, nach Zwölfteln der Octave zu- 
samoien und bemeiien endlich die Unterschiede beider Werthe, so er- 
giebt sich folgende Tabelle : 
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*i 


X — «1 


Prime 


0«00000 


0 = 0,00000 


0,00000 


Ueme Seconde 


0.0931 1 


^ 0,08333 


0,00978 


grosse SecunUe 


0,10992 


1 ^ 0,16067 


ü,ÜU3ü5 


kleine Terz 


0«26303 


^ = 0.25000 


0,01303 


grosse Terz 


0,32493 


^ = 0.33333 


— 0,01140 


Quarte 


0,41504 


0,41667 


— 0,00163 


übermässige Quarte 


0,49186 


^ — 0,00000 


— 0,00814 


Quinte 


0,58496 


^ = 0.58333 


0,00163 


kleine Sexte 


0,67807 


^ = 0.66667 


0.01140 


grosse Sexte' 


0.73697 


^ = 0,75000 


— 0,01303 


Ideiuc .Scplinic 


0,83008 


_ 0,83333 


— 0,00325 


grosse Septime 


0.90689 


ü = 0.94667 


— 0.00978 


Oclave 


1.00000 


1 =1,00000 


0,00000 



§17. 

Um zuvörderst diese Differenzen unter x — j-, auf ein iasslicberes 
Mass zurückzuführen, können wir sie in Theilen der reinen grossen Se- 
cunde oder des grossen ganzen Tons, dessen Intervall =0.16992, aus- 
drucken. Alsdann ei^giebt sich 

X — X, 



far die 
kleine Secunde 1 
grosse Septime ) 
grosse Secunde I 
kleine Septime | 
kleine Terz | 
grosse Sexte ) 
grosse Terz 1 
kleine Sexte ) 
Oiiiii'li' l 
Quiiilc ) 

Übermässige Quarte 



+ ^ grosser ganzer Ton 

Z 59,4 



14,» 



i_ 



Diese Differenzen sind jedoch weder Abweichungen der Theorie von 
der Erfhhrang. noch zeigen sie eine unvollkommene musikalische 
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Schätzung der lutervallo an, sondern sie bcruhea darauf, dass, wo in 
der Musik die Messung dor Intcifvalle durch Zwölftel der Octavo in aller 
Strenge richtig ist, die reiativeo Schwingungszahlen der Töne von den 
einfiicben rationalen Schwingungsverhaltnissen in der Thal abweichen, 
daher die Ttine nicht mehr akustisch reine sind. Wir können die re- 
lativen Schwingungszahlen, die ihnen dann zakommen, leicht berechnen. 
Ans § 4 5 (S) folgt nflmlich » wenn man « = ^ setzt, 

log y, — 0,3040300 . H = 0,OS50S58 . m 

Gicbt man nun m successiv die Worthe 1 , 2, 3, .... 11 , so erbalt niau 
die folgenden Werthe von denen wir zur Vergleichung die obenge- 
fundenen reinen relativen Schwingungszalilen gegenüberstellen , und die 
wir zugleich in den irrationalen fgenSherten"! Verhaltnisszahleu aus- 
drucken, die dann an die Stelle der r Hionalen Verhältnisse treten. 







Vt 


kleine Secunde 


46 
45 




4,06667 


1,05946 




48 


grosse Secunde 


9 

8 






1,12246 




8,97968 
8' 


kleine Terz 


6 

5 




1,20000 


1.18921 




5,94603 

5 


grosse Teiz 


5 
( 




1,85000 


1,25992 




S,0S968 
4 


Quarte 


4 

8 




1,33333 


1,33484 




4.004S« 
1 


übermässige Quarte 


45 

ai 




1,40625 


1, 4 Uil 




45,25479 
M 


Quinte 


3 




1,50000 


1,49831 




2,99«M 


kleine Sexte , 


S 
5 




1,60000 


1,58740 




1.98700 
S 


grosse Sexte 


.1 

y 




1 ,66667 


4,68179 




B,045a7 
8 


kleine Septime 


1 6 




1,77778 


1,78180 




4«,086M 


9 






9 


grosse Septime 


45 

s 




1,87500 


4,88775 




4&,10iOO 
• 



H 18. 

Wir wollen jetzt für sammtliche in § 9 bestimmte TOne di^ GrOsse 
ihrer Intervalle mit dem Grundton berechnen. Dies kann auf sehr ein> 
fiTche Weise geschehen, wenn wir die in § 10 an^efundenen Ausdrucke 
der relativen Schwingungszahlen sammÜicherTOne durch diejenigen der 
Quinte und grossen Terz benutzen. Alle jene Ausdrücke sind nAmlich 
unter der allgemeinen Form 
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enllialten, wo m, n, p thoilf? positivo, thoüs negative ganze Zahlen, theils 
Null sind. Hieraus folgt nun als aligemeiDcr Ausdruck des latervails £ 
zwischra dem durch y bestimmten Ton und dem Grundtoo 

oder weun wir zur Abkürzung = q und = l setzen, wo also 
q und t die Intervalle der Quinte und der grossen Terz mit dem Grund- 
ton bezeichnen, 

SP ^ tn nq pt . 
Hierdurch cjgiebl sieh nun, wenn iiian die jedem Ton zukommen- 
den Werthe vom m, » und p setzt und dal>ei, zur Erlangung grösserer 
Scharfe, die Wertho q = 0,5849625 und / - 0,3219281 zum Grunde 
legt, folgende Tabelle der Intervalle, inwelciier je zwei gleich weit vom 
Anfang und Ende abstehende di icu^uuieni also die Summe 43 geben) 
einander zum Octavemulervall ergänzen, indem ihre Summe = i ist. 



1) Prime, 


0 




0.00000 


8) kleine Diesis. 


1 — 31 




0,03422 


3) übermässige Prime, 


tf — q 




0,05889 


4) kleines Linimu, 


3</ + < — 2 




0,07G82 


5) kleine Secunde, 


i — q~l 




0.09311 


6) grosses Limma, 


39-- 2< — 1 




0,11103 


7) kleiner ganzer Ton, 


1—29+/ 




Ü,1ö200 


8) gro.^sc Secunde, 


iq—\ 




0,16992 


9) kleinere vermioderte Terz, 


i _ §^ _ 2/ 




0,18622 


1 0) grössere verminderte Terz, 


iq—^t 




0,20114 


1 1 } kleinere übermässige Secunde, 


1 — 3r/ + dt 




0,21 Ü9Ü 


1 2) grössere übermässige Secunde, 


7 + 2f — 1 




0,22882 


13 alterirtc kleine Terz, 






0,24511 


U) kleine Terz, 


q — f 




0,20303 


15) grosse Terz, 


1 




0,32193 


1 6) venniDderle Quarte, 


1 — 2* 




0,3S6U 


17) ttbermassige Terz, 


3/— 9 




0,38082 ' 


18) Qaarle. 


1-g 




0,41504 


19) alterirte Quarte, 


39«<_1 




0,43296 


20} kleinere ttberinttssige Quarte, 


1—29 + 21 




0.47393 


21) grossere ubermUss^ Quarte, 


2ir+«-i 




0,49185 
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22) Ideinere venninderte Qointe, 


2— 2g — i 


= 0,50815 


23) grössere veimiiiderte Quinte« 


29 — 2# 


= 0,52607 


24) alteriite Quinte, 


2 — 3? + / 


=^ 0,56704 


25) Quinte, 




= 0,58496 


26) veimmderle Sexte, 




= 0.64948 


27) übermassige Quinte, 




= 0,64386 


28^ kloine Sexte, 


4 — t 


= 0,67807 


29] grosse Sexte, 


1 — 9 + / 


= 0,73697 


30) altenrtc grosse Sexte, 


37 — 1 


1= 0,75489 


31} kleiner e vi't minderte Septime, 


2 — 7 — 2/ 


— 0,77118 


32) grössere vermindcrfc Septime, 


37—3/ 


= 0.78910 


33) kleinere (ibermli.ssigc Sexte, 


1 — 27 + 3l 


0, 79086 


34) grfjssere übermassige Sexte, 


27 + 2^ — 1 


==: 0,81378 


35) kleinere kleine Septime, 


2 — 27 


=r 0,83008 


36) grössere kleine Septime, 


2g — / 


= 0,84800 


37) alleiirte grosse Septime, 


2 — 3g + 2/ 


= 0,88897 


38 ■ grosso Septime, 




= 0,90689 


39) kleinere verminderle Odave, 


3— 3g— < 


s= 0,92318 


40) grössere verminderte Oclave, 


1 + g_2f 


= 0,94114 


44) alterirte Octave, 


~ 31 


=5 0,96578 


42) Oclave, 


i 


4,00000 



§-49. 

Die theoretische Miuik bedient sich noch andrer kleiner Intervalle 
als der kleinsten iiQler den hier bestimmten und nennt sieKommata.*} 
Obgleich wir ihrer ganz entbehren kennen, A man ganz einfoch etne 
anachaoliche VörsteUung von der Grösse eines Intervalls erhalt, wenn 
man es nach Theilen des grossen ganzen Tons (der reinen grossen Se- 
cnnde) bestimmt, wovon wir in §47 bereits Gebrauch gemacht haben, 
so mögen doch , nm die Vergleichung mit manchen Angaben der ttlteren 
Theoretiker zu erleichtern , hier einige der um meisten gebrauchten er- 
wähnt uud iolheilea derOctave und des grossen ganzen Tous bestimmt 
werden. 



*) Za Umen geböreu aucli schon das sroa»e und kleine Umma uud die kleine 

Uiesis. 



I 
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4) Das Komma der Alu n, der neunte Theil des ganzen Tons, 
also = 0,01888 der Octave; es wird eiugetheilt in zwei Schismata; 
ein Schisma ist also = 0,00944 der Octave. 

%) Das syn tonische Komma, das IntervaU zwischeD dem klei- 
Den ganzen Ton und der grossen Secimde» wofür «^49 — I ~ 2 
= 0,01792 = jj grosser ganzer Ton. Hierzn gebOit die relative 

SchwingnngszaW ]/ ^ = ?i 1 ,04250. 

3) Die grosso Die sis. das hilervall zwischen dem syntonisehen 
Komma und der übcrnillssigoi! Pr imc. woftir r_- 3/ — 59 + 2 =0,04097 
. = |-j grosser ganzer Ton. Hierzu geliürl die relative Schwiugungszahl 

I) Der diatonische halbe Ton, das Intervall zwischen dem 
syntoniscben Komma und der klemen Secunde, daher « := 3 — 5g 
= 0,07649 = 1^ grosser ganzer Ton. Hierza gehört die relative 

Schwingungszahl y = | == J!! ^ = I .o:>350. 

3) Der verminderte kleine halbe Ton iibennassige Prime), 
das Intervall zwischen der kleinen Diesis und der ttbermttssigen Prime, 
daher «=5< — q — 4 = 0,02468 =1^ grosser ganzer Ton ; wozu die . 
relative Schwingungszahl y =^ = 5^ = 3J" = 4,04696 gehört. 

G) Der Driftheils ton, das hitervall zwischen der grossen Diesis 
und der kleinen Secunde. daliei x = iq — it — 4 = 0,05214 = 3^ 

grosser ganzer Ton; wozu die relative ScbwingungszahF y ^ |^ = 

= ||! _= 4,03680 gehört. 

Auf das ditonisclie «der pythagorisehc Komma werden wir an einer 
spliteren Stelle kouuDen. 

; 

§20. 

Es mag nicht uubeuierkt bleiben, dass mau auch ohne Logarithmen 
wenigstens 7U einer genliherten Bestimnumg der liUervalle gelangen 
kann. Kur sehr nahe liegende Töne ist nJinilich das InteiTnl! proportional 
dem um i verminderten Quotienten aus ilei (relativen oder absoluten) 
Schwingungszahl des niedrigeren Tons in die des höheren. Denn setzt 
man iu § 4 5,(8) y = y + y — y , so wird x — w = log, (4 + *'-^)- 
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Ist nun so klein, dass seine Potenzen veniacUaBsigt werden können, 
so wird*) 

woraus erhclU., dass x — x proportional-^^ 1 ist. Nach dieser Formel 

wird z. B. gefunden: das Intervall der kleinen Scciinde mit dem Grund- 
ton, ftir wolrhcs = ^, 0.09018 anstatt 0,09311 ; das der über- 
mässigen Prime, wo^^ = ^, 0.05770 anstatt 0.058S9; das der 
kleinen Diesis, wo =r 0,03350 statt 0,03428; das synlonisciie 
Komma, fbr welches — ^, 0,04781 statt 0,01 79S u. s. f. Genauer 

können wir aus der ProporlionaliWt von x — ^ '^"f" — ^ *^ folgender 
Weise die Intervalle der in §16 aufgeführten Uaupttönc mit demGrund- 
ton beätimjueu. Es ist 

far das Intervall zwischen 



1« 



Prmu! und kleiner Sccunde, 
kleiner Secunde und grosser Secunde, ^ 

4 

IS 

J_ 
•4 ' 
_7_ 
15 
7 
ÜS 
I 

I» 
i 

4 

14 

_L 

15 
7_ 
4U 
4 

TT 



grosser Secunde and kleiner Terz, 
kleiner Terz und grosser Terz, 

grosser Terz und Quarte, 
Quarte und tlbermässiger Quarte, 
Obermüssiger Quarte und Quinte, 
Qointe und kleiner Sexte, 
kleiner Sexte und grosser Sexte, 
grosser Sexte und kleiner Septime, 
kleiner Septime und grosser Septime, ^ 
grosser Septime nnd Octave, 



O,0GGG7 
0.05469 
0,06667 
0.04167 
0,üGGö7 
0,05469 
0,06667 
0,06667 
0,04167 
0,0GGG7 
0,05469 
0.06667 



Die Summen aller dieser Werthe ist — 0.71410. Macht man die- 
selbe , da sie offenbar dem Intervall zwischen Prime und Octave ent- 
spricht, zur Einheit and druckt die obigen successiven Intervalle in Thei- 
len dieser Einheit aas, so sind ihre Werthe folgende: 



*) Wie aiefa aaeh nnmittelbiir durch DUKarantia^ der Ponnel at » r craielrt, 
weno man dx « und ^ = y' — • y eelsl. 
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0,09336; 0,07659; 0.09336; 0,05835; 0,09336; 0,07659; 
0.09336; 0,09336; 0,0o8 i5; 0,09336; 0,07C;*9; 0.09336. 

Bildet man nan saccessiv die Summen der 2, 3, 4, ... 1 1 ersten von 
diesen zwölf Wcrthcn, so erbalt oian, mit Wiederholung des ersten Wer« 
thes der Reibe , folgende Zahlen : 

0,09336; 0.16995; 0,26331; 0,32166; 0,41502; 0,49161; 

0,58497 ; 0.67833; 0.73668; 0.83004; 0.90663. 
die in der That die Intervalle der kleinen und grossen Secunde, kleinen 
und grossen Terz, Quarte, abermassigen Quarte. Quinte, kleinen und 
grossen Sexte, kleinen und grossen Septime theils bis auf drei. Iheils bis 
auf vier Decimalen richtig darstellen. 

§21. 

Seyen z, z die absoluten Schwingungszahlen der Töne, deren 
relative y, y\ und deren Intervalle mit dem Grundloo x, x sind. Da nun 
|- =s.^, so ist nach der im vorigen § angewandten Formel auch 

— « = log, (1+21=:^), 
oder, wenn wir a' — x Jx und i — %~ Jz sclzeo, 

log S 

Diese Formel giebt an, um wie viel sich im VeriiaUniss zom Intervall 

der Octave das Intervall x eines Tornas, dessen absolute Schwingungs- 
zahl z, Uiulort, wenn sich diese Scliwiiii^ungszahl um Jz lindert. Um 
die ÄLiidLi uni; des Intervalls x in Theileii des Intervalls des grossen 
ganzen Tuns zu erhalten, sey ^x = ». J-^^-|, wo also m das Veihaltiiiss 
der Aenderung von x zum Intervall des grossen ganzen Ions aus- 
druckt; alsdann wird 

» = ä^ili = ' • los (' + ?) . (< ) 

Umgekehrt ergiebt sich hieraus 

log (l + ~) = 0,05115 ß) 

Nach dieser Formel ist folgende Tabelle berechneU 
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II 

* 


mm 

~i~ 


0,1 


0,01185 nahe 


0.2 


0,02384 „ 


0,25 


0.029S8 „ 


0,3 


0,03696 „ 


0.4 


0,04824 


0,0 


0,06066 „ 


0.6 


0,07320 „ 




0.08594 ,. 


0,75 


0,09235 „ 


0,8 


Ü,09H80 „ 


0,9 


0,4 H 82 ,. 


1 


0,12600 = 



5_ 

M.« 
\ 

sa.s 

A 

«T,S 
4 

4M 
4 

44.« 
4 

40,8 
4 

4«,« 
4 

M 
« 



Wenn also die Zahl der Schwingungen eines Tons sich mn ihren 
achten Theil vennehrt, so erhöht sidi der Ton um eine grosse Seennde, 
wenn sie sich aber um vennehrt, so erhöht sich der Ton um ~ der 

grossen Secunde. Die folgende Tabelle enthält eine Reihe kleinerer 
Werthe, von denen nur der erste iiacli der Formel bercchuet ist, die 
Übrigen nach einfacher Proportion aus ihm abgeleitet sind. 



AUnulL 4. K. S. Gm. a. mMniMb. I?. 
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u 














1 

15 


0,00789 


nahe 


Iii 


1 

to 


0,00592 


»» 


1 

los 


1 

25 


0.00474 


it 


1 

löT 


4 

80 


0,00395 


»» 


1 

«5S 


1 

35 


0,00338 


»« 


1 

2»6 


40 


0.00296 


II 


4 

88« 


1 

• 4S 


0.00263 


»» 


4 

8«0 


1 

SO 


0.00S87 


♦» 


4 

4M 


1 

60 


0.00497 


•t 


* 
1 

508 


4 

70 


0,00169 


•1 


4 

59« 


1 

SO 


0.OOU8 


«« 


4 

670 


1 . 

•0 


0,004 3S 


»♦ 


4 

758 


1 


0,00448 


i] 


1 



Das 0 ttOBrer SUmmgabelii macht im Mittel 880 Schwingungen, 
folgUcfa daa reine wie sich ergiebt, wenn man mit umliiplicirt, 792 
Schwingungen. Das g der Taateoinslrumente aber soll, wie in § 4 6 ge- 
zeigt wurde, um j^^-^ des ganzen Tons tiefer stehen. Setzt man daher 

in der Formel (2) « = ^j g, so erficht sich y — 0.00H37, daher 
= 0,900504; folglich muss das ii der Tasteninsu uuieule, genau ge- 
stimmt, einer Schwingung weniger machen als lias reine g. Das reine 

e macht, wie sich ergiebt. wenn man 880 mit -|- multiplicirt, 600 

Schwingungen. Das e der Tasteninstrumente soll aber um ^ ganzen 

Ton höher stehen. Die Formel (2) giebl y •— 0,007936, daher 

— 5,23776; (biglich musa das ~c der Tasteuinstrumeule nahe 5^ 
Schwingungen mehr machen als das reine e,^) 



*) Nach Delezcnno's Versuchen (s. die oben angeführte Abhandluag im Recueü de* 
travaux de la soc. des sc. de Lilie p. 5 ff,) vermag das feinste musikaliscbe Gehör noch 
vrA TQcm in imleraebeidan, die aar um 0,1S07 das syntoDisoheD (omiM'f dUbrirao, 
w«im diAM TiiM nidrt Bleicl»eil%, MMidem weehteUweit« ge^^ Diaie 

DUbram Ist — M060S d«r OeUve oder » ~^ des suissn Tetis und «atsprieht dem 
ISTsten Tbefl der SchtriDgongsiaU des tisteen Tons. Nach denudbsn unterscheide 
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§22. 

Die darch die Intervalle ausgedrückten Uoterschiede der Töne las- 
sen sich auf eine dem Geruhiseindruck, den <;ic machen, entsprechende 
Weise versinnlichen. Denkt man sich nämlich das Intervall i derOctave 
mil dem Grundton als den Umfiing eines Kreises, dessen Halbmesser 
also = ^ =0,15945 seyn muss, so werden alle übrigen Tnlervalle 
Bogen dieses Kreises, deren zugehörige MittelponktsMrinkel sich leicht 
beBtimnien lassen. Denn oflenbar ist, wenn der dem Intervall x ent- 
sprechende Winkel = 

360*:i9 = l:«( also w =:«. 360«. 
Hiemach ei^eben sich (Ibr die drelxebn Qauptintennille folgende Wcrthe 
von «, denen wir nnter w' die Werthe beifbgen* die den durch Zw(ilflel 
derOctave aosgedrtlcklen Intervallen der Tasteninstrumente entsprechen. 





w 


w' 


1) Prime 


0« 0' 


^0» 


i] kleine Seciinile 


33» 3i' 


30« 


3) grosse Sccunde 


61» 10' 


GO» 


4) kleine Terz 


94" 10' 


90« 


5) grosse Terz 


1 { o» 53' 


120» 


6) Quarte 


149" 24' 


1 ÖO» 


7} tibermüssige Quarte 


177" 42' 


1 80» 


8) Quinte 


210" 3G' 


210» 


9) kleine Sexte 


244» 7' 


240» 


40) grosse Sexte 


265» 1 9' 


270» 


1 1 ) kleine Septime 


298" r,o' 


300" 


\% grosse Septime 


32G" 29' 


330" 


U) Octave 


360« 0' 


360» 



dagegen das ungeübte Ohr genau nur die Hälfic dieser DifTorenz oder ^^-^ ganzen Ton. 
Der Unterschied zweier l 1 l ichzeilig ;j( h it, r i n' wird bemerkbar, wenn or 0,8i 
Komma ^ rri S^nzer Ton beträgt, was dem 'JGstcn Tlicil der Scbwinguogszahl des 

lieterea Tons eolqwiolit; er Ist mebr ab evidoot bei 4,1 1 Komma — ^ gaoier Ton 

«der ~ dar Schwlii«imgnahL GrOiaer ist dio Reubarkeit dei Ohrs bei oontonirend» 
niMB. Ltd IMae GebOr der Muaiker rmtumclitod bei IMairan« eine Diirerans der 
<2nlnie von 6,1 4^1 Komma » ^ gamerTon« das nngaObte Ohr wieder nur di» 
BSlAe. Bei der groaeoi Terz betrös der merkbare Unteraehied nur 0,1 S4 Konsana oder 
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Diese Weriho von ic uml n> mit ilucu zugohürigcu Bogen slcllen die 
Figuren I und 2 Jar. Man kann in ihneu den Halbmessernach srinrn 
vorschicilonGn Lai;oii als das der Lage des Tons gegen den Gnindlon 
(MiKi 1 L'clu'iulo Hild ansehen. Oc stellt dann den Grundion. 0<i* tlie kloine 
Secunde, Od die grü::se Secunde, Oe'' die kleine Terz vor u. s. w.; duieh 
OÄ, die Crosse Septime, kehrt endlich in Oc , der Octave, (h>r l'on zur 
Lage des Cirundtous zurück, iui Uebrigen rechtfertigt sicii hier die Be- 
nennung der Sexten nnd Seplinien als umgekehrter Terzen und Secundea 
auch anschaulicli. Denn lüssl man den Halbmesser« oachdem er den 
ganzen Umfang des Kreises beschrieb^, umkehren« so sind die Secun- 
den und Terzen, die er dann von der Oclave aus erzeugt, die Septimen 
und* Sexten des Grundtons. Ebenso ftdlt die durch diese umgekehrte 
Drehung beschriebene Quarte mit der Quinte des Gnindtons icusammen/) 

§23. 

Diese Drehung des Hallmiessers giebt jedoch von der VerSn^rung, 
welche der Ton erleidet, wenn er von dem Grundton aihnalig zurOciave 
Uberi^'oht, nur ein unvollständiges Bild; denn die Octave ist bei aller 
Vi'i waiidtschafl mit demGrundlun doch ein \on diesem unlcrseheidbarcr 
Ton, Man sagt nun zwar, sie sey der Grtindton in einer höheren Lage, 
ohne aber darllber eine deutliche Auskuull zu geben. Nahe genug liegt 
liier die Bemerkung, dass, da die Aendenmg der Tüne eine alhn.iligc ist, 
diese höher e Lage nicht plötzhell , erst mit der Octavo, eiotieleu kann, 
sondern ein .stetiger Ucbcrgang zu ihr stattfinden muss. 

Wir erhalten hierüber eine völlig genügende Aufklärung, wenn wir 
der Gleichung y = 2', die den Zusammenhang zwischen der relativen 
Schwingungszahl y eines Tons und seinem Inler>'an s mit dem Grund- 
ton darstellt, eine angemessene geometrisehe Auslegung geben. Wie 
nämlich die Werthe von x durch Bogen eines Kreises, so können die 
Werlbe von y durch gerade Linien dargestellt werden, die in den End- 
punkten jener Bogen senkrechl auf der Ebene des Kreises stehen. QfiiBii- 
bar Hegen dann diese die Werthe von y darstellenden Geraden in der 
krummen Flacbe eines CyUnders, der jenen Kreis zur Basis hat, ihre 
Endpunkte in einer sich um d^Cylinder windenden logariili mischen 



*) Aaf diese bUdliche Daralellung iiat ans eine Stelle in Ne wton's Optik {Lib. /. 
Air« 11, Prvp, FJ) geleitet, eaf die wir im H. Anhang zurSckkonmen. 
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Spirale. Da für 4? = 0, y = 4, so ist der Abstand des dem Grtmdton 
eDtoprecheDdeo Punktes dieser Spirale von der Basis desCylinders =^1; 
und da für = 1, y = 2, so isl der Absland des der Oclave entspre- 
chenden Punktes doppelt so ^gross. Jeder zwischenliegende Ton . für 
welcben immer 1 > « > 0 und S > y > 1, bat seinen entsprechenden 
Punkt in der Spirale. Biemach stellen also x und y die Coordinaten einer 
logarithmischen Spirale auf der Flache eines geraden Cylinders dar, und 
kann y als die absolute Hohe des Tons, « als seine Abweichung 
von der Richtung des Grundtons bezeichnet werden. 

« 

Setzt man y — 1 = so druckt ti die relative Höhe des durch 
die relative Schwingungszahl y gcgcbeneya Tons in Bezug auf die Hohe 
seines Grundtons, oder kurzer die Er heb ung des Tons Ober den Grund- 
ton aas; dann ist also 

Die Werlhe von u werden dat^eslellt durch die Abstünde der Punkte 
der Spirale von der Ebene des Kreises, die parallel zu der Ebene der 
Basi;» (iuicli den Punkt der Spirale gelegt wird, welcher dem Gruiidton 
entspricht; oder x und y sind die Coordinaten der Spirale, welche sich 
auf dieseu der Basis parallelen Schnitt des Cylinders beziehen. 

Dies veranschaulicht Figur 3, in der c y^ 4 c den eben bezeich- 
neten Kreis» «-s y A c die Spirale auf der Gylinderflflche perspectivisch 
darstellt. Wie man leicht erkennt, bezeichnen die Buchstaben c, d*, d» 
s*, e u. s. w. die den gleichnamigen Tonen in der Spirale entsprechenden 
Punkte; die Bogen ed|, ce}. <», u.s.f. oder die ihnen zugehörigen 
Mittelpunktswinkel cOd[, cOd|. cOef, cOcj n.s.w. stellen die Abweichun- 
gen der Tone df , ^, , , \ u. s. w. von der Richtung des Grundtons c 
oder die Intervalle dar; femer die Geraden d*d{, M^, ee^ u. s. w. 
die Briiebnngen derselben TOne über den Grundton. Die Tone selbst 
endlich, deren Verschiedenheit von dem Grundton hiemach eine aus der 
Abweichung und Erhebung zusammengesetzte ist, werden nach 
beiden UnlcrschicdLMi ihrer Lage gegen denselben dargcslelll durcli die 
Linien Ici*, 2fi, 3e'', Kc u. s. 1., die den Halbmessern Orff, Orf,, Oe\, Oc^ 
u. 8. f. des Grundkroises resp. parallel sind. Der Ortave ontsj)ncht also 
die Linie 12c, welche der Oc- puiullel ist. Man kann dcmuach sagen, 
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dass die Octave zwar oicbl mit dem Grundton zusammeofölU , aber des- 
sen nächster paralleler Ton isf. 

Nach dieser Darstellung ist nun das der stetigen Aufeiiuinderfolgc 
der Töno cnlsprechende Bild nicht sowohl die logarithmischc Spirale 
auf der Cylioderfläche , als vielmehr die Schraabenfläcbe, 1^'eicbe 
ein Halbmesser des Cylinders beschreibt, wenn er in der Axe des Cy- 
linders sich erhebt und sich zugleich um dieselbe dreht, und zwischea 
Erhebung und Drehung die Relation « = — 1. oder was dasselbe. 
X ^ log,(1 + «} stattfindet. Hebt man, wie in der mnsilcalischen Ton- 
folge e,d,0,f, a, Jk, e geschieht, nur eme bestunnite Anzahl von Tö- 
nen, mit Ueberspringung der zwischenliegenden. aus, so geben die 
ihnen entsprechenden Linien das Bild einer Wendeltreppe. Die Ausdrucke 
Tonleiter, Tonstnfen sind also, wenn man zngleicb an die Win- 
dung der Leiter denkt, in der That sehr treffend gewählt. 

Fig. 4 stellt in verideinertem Massstab der Hohen den auf den Axen- 
schnitt des Cylinders projicirten Lauf der Spirale der TOne durch mehrere 
Octaven dar. Da die relative Schwingungszahl der ersten unteren 
Octave des Grundtons der Spinilo = — '^t, so nimmt die zu dieser füh- 
rende Wnuiung hinsichllich der Hübe einen halb so grossen Raum ein 
als die Windung, welche vom Grundton zur ersten oberen Octave 
fuhrt. Aus gleichem Grunde nimml die von der ersten zur zweiten 
unteren Octave führende Windung den vierten Thcil dos Raums der 
ersten obern ein ; dagegen streckt sich die Windung von der i r>[».-n ol)ern 
Octave zur zweiten obern durch einen doppelt so grossen Raum als der 
ist. wetchea die Windung zwischen dem Gnmdton und der ersten obern 
Octave einnimmt u. s. f.*) 

*) So viel mir bekannt, hat zuerst W. OpeÜ (Ueber die Natur der Musik. Pbuen 
und Leipzig, t83i. S. 43) die obige cylindrische Spirale zur Versioulicbuag der Too- 
rethtt benutet. Von der Scbraubenflädie, die mir das lild ei«t xu venroUsHIod^gea 
flcheinlf maehl er keinen Gebnndi. 
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HL 

, VON DER NOTHWENDIGKEIT DER ri:MPElUlUR ÜBERHAUPT, 
INSBESONDERE DER GLEICHSCHWEBENDEN. 

Die Musik ist, schon um der Leichtigkeit ihrer Ausübung willen, 
genoüiigt, sich auf eine milssigo Auzalil von Tönen zu beschranken. 
Bei der Auswahl derselben geht sie von der iunrcihc aus, welche die 
diatonische Dur-Scala heissl und als die einfachste naturlicii-woiii- 
gef^llige Tonfolge (die Grundlage üller Melodie) betrachtet wird. Sie 
besteht bekanntlich aus dem Grundton oder der Prime, grossen Si!cunde, 
grossen Terz. Quarte, Quinte, grossen Sexte, grossen Septime und 
Octave. An sie schhes.st sich die diatonische Moli-Scala an, deren 
Bau, wenigstens nach der gewöluiliclien Ansidii, sich dadurch von der 
Durscala unterscheidet, dass beim Aufsteigen von der Prime zur Octave 
die Ideine Terz an die Stelle der grossen , beim Herabsteigen von der 
Octave zur Prime aber Überdies noch die kleine Septime und Sexte resp. 
an die Stelle der grossen Septime und Sexte tritt. Die moderne Musik 
vwlaogt aber noch weiter ^ dasB die zum musikalffichen Gebrauch amh 
g^Hhlten T(ine von der Art sayn sollen, dass von jedem derselben, 
wenn er zum Grundton oder zur Octave eines Grundtons gemacht wird, 
mittds der ansgewHhlten TOne auf- uid abwtrts sowohl eine Dur- als 
eine Hollscala sich darstellen lasst. Der Bezeichnung nach unter- 
scheidet die Musik mindestens S1 [mit Binschluss der Octave 9St) Tdne, 
Dflmlich die sieben HaopttOne C, D, E, F, G, A, IT und die zwischen 
liegenden erhöhten und erniedrigten 0», Dß, 12*, f*, G», A* fl*; D^t E^, 
F, (;^ A\ l/^ die in den gangbaren Dur- und HoH-Tonarten vor^ 
kommen. Die ungewöhnlicheren Tonarten machen doppelte EriiOhnngen 
und Enuedrigungeu der Haupltöne nothvvendig ui^d würden also die 
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Zahl der Töne vermehren. Ob din erhöhten und erniedrigten wirküch 
oder nur der Bezeichnung nacli von eiuauder verschieden sind , Jussen 
wir zunächst unerörlert, eben so dies, wie gross ihre Verschiedenheit 
von den Hniipffönen ist, aufweiche sie sich beziehen. Beides wird .sich 
von selbst aus den Stellen ergeben, die sie in den Scalen der Touarleu 
einnehmen, in denen sie sich als noth\ven(bc:e Mittelglieder zwischen 
den Haupllönen einschalten. Deuu diese Stellen bestimmen vermöge des 
Gesetzes der Tonleitern" ihr Intervall und ihre relative Schwingun,i,^szahl 
in Bezug auf den Grundton der Tonart und können daher als die Defi- 
u^onen der in jeder Tonart vorkommenden erhöhten und erniedrigten 
Tone betrachtet werden. 

Selzen wir nlmfich, um die Grossen der Intervalle» ansteit durch 
DecimalbrUche, einfocher durch ganze Zahlen auszudrucken, das Inter- 
vall der Octeve mit dem Grundton = 1000, so erhalten die Intervalle, 
welche die Dur-Tonleiter bUden, folgende Werihe: 

gr. Secundo, gr. Terz, Quarte, Quinle, gr. Sexte, gr. Septime, 
no 322 415 585 737 • 907 

deren Genauigkeit, da em Tansendtel der Oclave = ^ des ganzen 
Tons, ftar unsem Zweck vollkommen zureichend ist. Eben so sind dann 
dieWerthe der Intervalle, welche die Moll-Tonleiter charakterisiren, 
folgende: 

kleine Terz, kleine Sexte, kleine Septime 
263 678 830 

Wir können nun iiieraus ftlr jede Tonart , in welcher das Intervall 
des Grundtons mit deoi absoluten Gruudton C i^'i'goben ist, die hitervalle 
linden, welche die Tnnc ihrer Dur- und MoU-Scaia mit € bilden , weno 
wir das Intervall des Grundtons succcssiv zu den obigen Intervallen der 
grossen Secunde, grossen (kleinen) Terz, Quarte, Quinte, grossen (klei- 
nen) Sexte, grossen (kleinen) Septime addiren, und, wenn wir die Töne 
in der gewöhnlichen musikalischen Weise bezeichnen, die Intervalle der 
erhöhten und erniedrigten HauptlOne mitC bestimmen, woraus steh dann 
auch ihre relativen Schwingungszahlen ableiten lassen. Wir lUhren dies 
zuerst In Bezug auf die erhöhten TOne aus. 
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4) Für C-dur ist 

C = 0, 1> = 170, £ = 32S» 415, Cr = 68ö, vi = 737, 

11^ 907. 

2) Fttr G-dur wird durch Addiüon von 585 za diesen Scalen^ 
werlhen 

G=$85, A — 755, ir;=rd07, c=:1000. <( = H70, e=r13S2, 

/« = U9S; 

wodurch bestimmt ist und = 492 folgt, zugleich aber auch er^ 
hellt, dass hier A einen am 48 hohem Werth hat als in C-dur. 

3) Für i>-dur wird eben so 

D = 470. Ä=? 340, F« = 492, C=586, A = 755, IT =907, 

«»= 4077; 

wo F» denselben Werth wie in G-dur hat, und O = 77 wird, E aber ' 
einen mn 48 hohem Werth erbtllt als in C- and G-dur. 

i) FOr A-dur ergiebt sieb, wenn nach C-dur A = 737 gesetzt 

wird, 

A = 737, t*-^ 1059, ^^1152, e=i^%i, 

p=z 1474, f= lüii, 
also = 59 . F'=ili, G« 6 ii ; zugleich /> = 462. 

5) Für E-dur wird, vorausgesetzt, dass E = 322, 

iE = 322, ^« = 492, G« = r)ii, .1 -= 737. Z/= 907. 
c« - tO:-)!) , r/« r.= 1229; 
also C» = 59 wie in A-dur, W -^ Ud, F» = 492. wie in C- und 
l?-dur, = ö44, wie in A-dur. 

6) Fur //-dur wird 

if = 907. c»= 4077. f/» -1229, 6' ^ 1 322. = 4492, 

(f* = 1044, 0« =: 181 i; 
also C» = 77, wie in ß-dur; I?» = 229. wie in £;-diir; F» = 492, 
wie in D- und £-dur; G**^ 644. wie in A- und £-dur; A*=: 84 4. 

7) Für l^-dur ergiebt sich eine doppelte Reihe von Bestimmun- 
gen, je nachdem F*= 474 oder = 492 gesetzt wird, von denen keine 
der andern vorgezogen werden kann, indess wir in A-, E- und JMur, 
da diese Grandtdne fest bestimmt smd, die Wertfae A = 755, E = 340, 
P = 452, die sich aus Cr-, D- und A-dur ergeben, zum Grunde zu 
legen nicht wagen konnten. Es ist daher entweder 

F»=474, G« = 644, A« = 796, Ä = 889, c»= 4069, 
di»= 4244 , ^ = 4384; 
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woraus die neuen Bestimmungen von A* — 796, U = 889 VBdUß = 21 4 
folgen und ■— 384 sich ergiebt; oder es ist 

F«=:492. G» = 662, il» = 8U. Ä = 907. d»= 4077, 
4l»=1829, ^=4399; 
wo 399 wird, «iie übrigen Besümmungen aber mit zuvorgdun- 
denen übereinstimmen. 

8) Ebeu so crgiebl sicli für Ct»-dur eine Doppclscalü , nämlich 
entweder 

C« = 59, ß«^ 229, E«r^38i, F« = i7i . C« = 84*. 
^«=7%, /i«^ 966; 

wo nur — 966 neu ist ; oder es wird 

(?» = 77, 1?» = 247, £« = 399, F« = 492, G»» = 662, 
A«=:844, ff» = 984; 
wo also l}f = 247. = 984, die ttbrigen Werthe nicht neu sind. 

Untersuchen wir die Holl-Tonarten, welche auf erhöhte TOne fuh- 
ren , so ei^ebt sich 

9) FürA-moll 

A = 737, I/= 907, c=:4000, d^W^t, « = 4322. 

/•^ 4446, ^= 4567; 
wo Cr = 567 eine neve BesUmmmig ist. 

40) For £-moll wird 

E = 822, F»=492, C = Ö88, il==737, if = 709, 
«= 4000, d= 4452; 
woraus keine neuen Bestimmungen folgen. s 

11) Fllr //-moll wird 
l/ = 907, ij» = 4077, (i=1170, e=^ 1322, /^= 4492. 

g =r. 1585. a 1737; 
woraus ebenfoUs nicht Neues folgt. 

42) J%-moll giebt fitr =^ 474, 
F» = 474, G» = 644, il = 737. J5r = 889, «^»= 4069, 

<|=4452, e=r4304; 
wo nur £ 304 n^u ist; Air F* c= 492 aber wird 

F»= 492, fi» = 662, A = 76$. ir = 907, c«!=4077, 

il= 4470, « = 4322; 
worin Iceiiie neue Bestimmong enlhalten ist. 
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13) Cw - m 0 1 1 giebt entweder 

C» = 59, 1>» = 229, £^322, F«=474, 0» = &ii, 

A = 737, IT = 889; 

oder 

0=:77, 1>» = 247. Ä= 340. F»= 492. G» = 662. 

il = 755, j7=907; 
welche Werllie sümmtlich nicht nea smd. 

1 4) Für Cmis- in oll wird entweder 

G»= 644, A« = 814, II ^ 907, (* ^ 1059, li» = 1229, 
e = 1322, 1474; 

oder 

C«» = 6Ü2. A»=832, //=r 925, c«= t077, #^U47. 

c = 1340, p= 1492: 
wo = 83S und if = 92$ neue Bestimmungen sind. 

15) Du^moU endlich ^ebt enlweder 
= jE»=384, F«=474, G» = 626, il« = 796, 
ir— 889, d» = 4044; 
wo = 626 und G* =: 44 neu sind; oder 

D» = 229, £»=399, F«=492t (?»= 644. A» = 814, 

F=907, «9=1059; 
wo keine neuen Werthe erscheinen; oder endlich 

D» = 247. £»=417. jF« = 6IO, €» = 662, i» = 832, 

ir=925, c»=r=1077; 
wo £* — 417 und F* = 510 neue Bestimmungen sind. 

OÜenbar könnten auch die aufgefundenen dritten Werthe von C*, 
F*, G* in den gleichnamigen Dur- und MoU-Tooarten zu Grundo gel^ 
werden, was wiederum zn neuen Bestimmungen lUbren wurde. 

^27. 

Versuchen wir in gleicher Weise die Bestimmung der erniedrigten 
Haupttttne. 

I) F-dnrgiebi 

F= 415. G = 585, A = 737. Jl* = 830, c = 1000, 
<|=1162, e = 1322; 

wo W' — 830 , alles Uebrige schon bekannt ist. 
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2} Für Ä-dur wird 

if* = 830, c=IOOO, d=<452, c* = 124&. f=iki^, 

9 = 1567. 0 = 1737; 
woraus £^ 845 folgt; die Übrigen Bestimmungen sind nicht neu. 

3) Für -dar wird 

£»=== 245, F=415. G = 567, il*=:660, = 830, 

c = 982, d = H52; 
wo = 660 und e = 982 neu stad. 

4) FUr j4*-d nr wird 

= CCÜ. //* = 830, c 982, d» rrr. IÜ7Ö. e* ^ Miö, 
f= 1397, g == 1Ö67; 
woraus folgt D ' ^^T6, F— 397. 
ö) Für /)t"6 -dur crgiebl sich 

D* = 75, = 245, F = 397 , = 490, = 660, 

JI» = 812, c = 982; 
also 490 . II* =818. 

6) FOr Gef-dur wird 
C*= 490, il*= 660. Ä* = 812, c* = 906. d» = 1075, 

«» = 1287, /'=i397; 
wo c» = 905 und £» = 827 neu sind. 

Die gefundenen zweiten Werthe von = 227 und //* = 8li 
könnten wieder in £'s-dnr und ß-flnr zum Grunde gelegt werden. Wir 
UbergeluHi jedoch die Ausführung uod wenden uns zu den Moll-Ton- 
arten. Hier giebt 

7] I)-mo\\ 

D = 470, f;=:340. F==. 433, « = 585, A = 755, 
//» = 848, c == lOOOi 
WO F= 433 undif» = 848 neu sind. 

8) fi-moll giel>t 

6 — 585, il = 756, IT» = 848, e = 1000, d=sinO, 
e»=:l263, f^iHn; 
woraus folgt & = 863. 

9) Für C-moll wird 

C=0. D:^m, £» = 863, F=415, 6 =: 585. i* = 678, 

II* = 830; 

wo A^ = 678 neu ist. 
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10 Fiir F- m n 1 1 wird 

(i*= 1093, 1245; 

also /)* =T 93. 

I I) Für i?-moll wird onlwcTln 
//*^s;iü, c=: IUUU, rf*= iU'J;{. c*:r= J245, UI5, 

9* = 1008. a''= 1G60; 
wo C* = 508 neu ; oder 

lf*= 848, c = 1ül8, t.*=12G3, / 1 433, ' 

j* = 1526, fl* ^ 1G78; 
WO c = 1018, f)* = 1 1 1, ß* == 52G neu. 
12; Ftlr /t'»-nioll wird entweder 
_ iil . F = 397 , (;* ^ 490 , = 042 , JF' = 812. 
c» = 905, d' = 1057; ' 
wo A* ---- G42 und D'' — 57 neu sind; oder 

£:*^24o. F=^^6. 508. A' -zGGO, //* = 830, 

t* = 923, <i*-:z^107o; 
wo r* — 923 neu : oder 

£* = 2ü3. f:^ 433, — Ö2G, A* = G78, //* = 848, 

6* = 941, d'' ^ 1093; 

wo t*== 941 neu ist. 

1 3) Für A«-moll endlich Ibl eatwcdcr 
A* = 642, //*=8I2. £;*.--= 905, (i''-- 1057, e'= liil, 

f*= 1320, 1 472; 

woraus folgt i'*-^ 320 und C*;^472: oder 

A*=6G0, //* = 830, c*_- 9:>a, J' - . 1075. c*=:1245, 

/*= 1338, g''^^ 1490; 
woraus P-— 33H; oder 

A*= 678, /i* = 848, c*.x- (f.. 1093, e*=1iG3, 

Z"*^ 1350, r/'' 1508; 

woraus P= 35$. 

Es könnten nun wieder die aus den Moll -Tonarten gertindonen 
neuen Bestimmungen den Dur -Tonarten zum Grunde gelegt werden, 
was aberumls auf neue Werthe fuhren würde. Unser Zweck ist jedoch 
schon durch die gewonneaen Resultate völlig erreicht. 

8 «8. 

Es zeigt 8ich oHmlicbt dass sich die Intervalle zwischen den ei^ 
höhlen und erniedrigten HaupttOnen and dem Grandton, folglich auch 
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iliro rclatixon Scliw in::;iin.2s/alil('ii u^nr nicht schlechthin, sondern 
nur bedi niru njü'swoiso bestimmen lassen. nUmiich unter der Voraus- 
setzung, dass die Scahi einer oder der andern Tonart, in der sie 

vorkommen, rein sey, d. h. aus reinen Intervallen besiehe. Es erhellt 

• 

nan aber aus dem Vorstehenden , dass wenn jeder dieser Töne nur 
einen Werth hat, diese Beinhcit für alle Tonarten zugleich 
unmöglich ist, ja da8& dieselbe sogar für die HaupttOne mehrüsicbe 
Werthe erfordern wttrde, so dass dieselben Tonbezeichnungen, je nach 
der Verschiedenheit der Tonarten» verschiedene Bedeutung haben inllss- 
ten. Die Reinheit aller Tonarien ist also eine Fordening, der in prak- 
tisch ausführbarer Weise nicht Genttge geleistet werden kann. Es kommt 
daher zunächst in Frage, ob sich aus den gefondeneo mehrfitchen 
Werthen der ^höhten and erniedrigten Haupttdne eine solche Auswahl 
treffen lässt, dass die Abweichungen von der Beiobeit, die dadurch in 
den meisten Tonarten entstehen mtissen, dem musikalischen GehOr ent- 
weder unmerklich oder doch erirflglich dnd. 

Eine Auswalil die.ser Asi bietet nun zunächst lolgünch; Tabelle dar. 
die sieh, .suweit sie die relativen Schwingungszahlcn fj/ hetiiin Monen 
wir die Intervalle {x) beiiTofügt haben] , in allen physikalischen Lehr- 
btirhorn und aku.'^li.sclieii S( lirifteu, mit genogeo Modificationea in eia- 
zelnen Bestimmungoo, wiederholt. 
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Man kann aus ihr fllr jede Tonart die Grösse der die Dur- und MoU- 
scala bildenden Intervalle bestimmen, wenn man das Intervall des Grund- 
tons voo den Intervallen der Töne, welche von ihm die grosse Socunde, 
kleine und grosse Tens a. s. w. sind, siibtrahirt. Hierdurch ergeben sich 
folgende zwei Tabellen, in denen wieder zur Vereinfachung das Inter" 
vall der Oclave = 1000 angenommen ist. 
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SbangaDgaD wffd, — aay, was ain von den Qbrigeo Bastbunrangeii dar groasan Ten 

weniger abweichendes Resultat globt ab die Annahme, dass £»=./!' sey. 

'*) Hier ist, wie in Tab. II, nngenommcn , dass das in der Tabelle übergangene 
//» =. und nicht ^ c sey, da erstere Annahme besser mit den übrigen Weriben der 
grossen Septime übereinstimmt. 
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Von diesen Tabellen zeigt nun die erste tmr in C-dur eine Scala, 
deren Tnlcrvalle rein sind. Von dfen tll)rigen Dur-Tonarten sind die Sca- 
len in (r-dur und J^-dor» in A-dur und D0t-dnr, in D-dw, H-dur und 
Ge9-6w unter einander völlig gleich, und zwar weichen £-dnr und 
(7-dnr in der grossen Secunde und grossen Septime, A-dnr und DeMur 
nur in der Quarte, IMur, IT-dur und G^t-dur aber in. der grossen Se- 
cunde. grossen Terz, Quinte und grossen Septime Von der reinen C-dur- 
Scala ab. Was die andern einzeln stehenden Tonarten betritR, so weicht 
F-dur nur In der grossen Sexte, il«Klur nur in der grossen Secunde, 
Fif-dnr in der Quarte und grossen Septime , CmhIut In der grossen Se- 
cunde, grossen Terz und grossen Septhne, A-durw der grossen Terz, 
Quarte und grossen Sexte, £'«-dur in der grossen Secunde und Quinte 
von der Reinheit ab. 

Die zweite Tabelle zeig! nur r-moll rein. Von den anderen Moll- 
tonarten sind die ScaJen in E-, Cis~ und As-moW, in Fis- und i^-motl, in 
Gii- und £«<moll unter einander gleich, und zwar weichen E- Cis- und 
i4«-nioli in der grossen Secunde und kleinen Septime, Eis- und ß-raoll 
in der Quarte, kleiiu n Sexte und kleinen Septime, H-, Gis- und Es-moU 
in der grossen Secunde und Quinte von der reinen Mollscala ab. Was 
die übrigen Tonarten beirifll, so weicht von der Reinheit ab F-moU in 
der kl. Septime, X-molI in der Quarte und kl. Septime, (r-moU m der 
grossen Secunde und kleinen Terz, i>-moU in der grossen Secunde, 
kleinen Terz, Quinte und kleinen Sexte, iDtf-moll in der grossen Secunde, 
Quarte, kleinen Sexte und kleinen Septime. 

Untersuchen wir die Grösse dieser Abweichungen , so finden wir 
die der groüüeu Sccuudu iu Z^i*-uioll — O.üiö der Üclavu d. i., da 0. 1 70 
der grosse ganze Ton, = des i|;iuizeu Tons, in allen übrigen ahwt^i- 
chenden Tonarten — (1.0 18 der Oclave, nahe ; ^ ganzer Ton, was 
nach § 19 dem syutonisclieu Komma entspricht. Die Abweichung der klei- 
nen Terz von der Reinheit ist in D- und G-moü = 0,01 8 Ocfave. enL' ] k 
chend dem s^mtonischcn Komma. Die grosse Terz ist in D-dur, 7/-dur und 
Ges-dur um ein syn tonisches Komma tiefer, in ß-dur um eben so viel höher 
als die reine, in Cw-dur sieht sie um 0,023 Oclave — ganzen Ton tiefer. 
Alle abweichenden Quarten stehen um ein synlonisches Komma höher, 
alle abweichenden Quinten um ebensoviel tiefer ala die reinen. Um 
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dasselbe Komma steht die kleine Sexte in J9-moll gegen die reine za tief, 
iD Fit', DU- und J^-moU zu hoch ; desgleichen steht die grosse Sexte 
om ebensoTiel in F- and B-dur za hoch. Die abweichende kleine Septime 
Bteht darcbgttngig um ein syntonischeB Komma hoher als die reine; die 
^zse Septime endlich steht in Fis- und CSi-dur um 0,02S Octave 
— |-i ganzer Ten, in den übrigen abweichenden Tonarten am ein syn- 
lonischea Komma zu tief. 

Diese Abweichungen, von ^ und ^ ganzer Ton sind viel zu be- 
trlijchttich, als dass sie nicht dem mosikaliscfaen Gehör, zumal bei Quar- 
ten nnd Quinten , anstOssig seyn sollten. Man kann, daher behaupten, 
dass die obigen aknsttechen Bestimmungen, ausser in C-dnr und 
C-moW, keine einzige ganz befriedigende Scala geben, da- 
her musikaliscli unbrauchbar sind. Kino andre Auswahl unter 
doü gefundenen mehrfachen Werthen der erhühten und erniedrigtea 
Töne würde zwar fur mehrere Tonarten bessere, für andere aber immer 
wieiier mangclhafle Scalen geben. ^} 

§31. 

Erhellt nun hieraus die Unmöglichkeit, bei der Annahme von 19 
verschiedenen Tönen Werthe derselben zu Gnden, welche m allen Ton- 
arten retoe Scalen geben, so besteht diese Unmöglichkeit fort, auch wenn 
21 Tone unterschieden werden, nSmlich E* nnd selbständige Werthe 
erhalten, was nur auf fit-dur, Cis-dur und INt-moll Binfluss hat. Noch 
viel weniger aber kann von reinen Scalen die Rede seyn, wenn sich die 
Zahl der TOne, wie dies anf den Tasteninstrumenten der Fall ist, auf iSi 
reducirt. Es Ueibt also nur ttbrig zu versuchen , ob sich die Intervalle 
der die Scalen bildenden Tone, und mit ihnen ihre relativen SchwiDguDg»- 
zahlen so abändern lassen, dass mit Aufopferung der voll igen Rein- 
heit in allen Tonarten eine- genäherte Reinheit der Scalen erhalten 
wird. Diese nothwendige Abänderung der Tonbestimmungen heisst nun 
bekanntlich die Temperatur der Tüne. Je nachdem durcli sie das In- 
tervall eines Tons mit demGnindton grösser oder kleiner gemacht wird 
als das reine, sagt mau dass der Ton aufwärts oder abwärts 
schwebe. Die Temperatur kann nun entweder so beschaffen sq)u, 
dass einige Tonarten durch sie reiner werden als die andern, oder von 



*) Vgl. Iiierüber den I. Anhang. 
AMtaadl. <. K. 8. Ucs. d. WuMotcb. IV. 
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der Art, daas alle Toatrleii gleichviel von der Rdoheit abweiGlieD, alio 
in allen Tonarten die gJeichnamigeQ .Intervalle von den reinen gleichviel 
verschieden sind. Die erslere Art der Temperator heiasC die ungleicb- 
achwebende, die andre die gleichachwebende. Wir wollen zn- 
nichsl diejenige ongleichadiwebendeTemperalar in einfacher Weise ab- 
leiten, die vor allen andern für die beste gilt, die Kirnbergerache. 

§32. 

Beschränkt man sich auf füo zwölf Töne der Tasloninstnimenle und 
eetHäho (y ^D', D»,^ E'\ F, = E, F* =^ G'', G* = A^, 
— H\ H* = c, = H, so bleiben nur zwölf Tonarten in Dur und 
in Moll übrig, nJlmürh C-, G-, D-, A-, //-, F-. B-, Es-, As-, Des-, 
Ge^nr, und A-, E-, H-, Fi$-, Ck-, Git-, D-, G-, C-, F-, B-, JS^oD. 
Da nan die Intervalle der sieben HanpttOne voUkommen sicher bestimint 
sind, so kommt es vor Allem darauf an, ihre aknstischen Werthe mög- 
lichst beizubehalten und dennoch fbr die nach ümen benannten Ton- 
arten möglichst reine Scalen sn finden. Veigleicht man nun zunHcfast die 
in § 26 und S7 geAmdenen Scalen werthe für C-, G-, D-, nndF-dur, 
so wie fiir ff*. jD- und Cr-moU, so zeigt es sich, dass wenn in allen 
diesen Tonarten die Scalen rein seyn sollten, in C-, und #^nr, so 
wie in E- und ff-moU A = 0,737, dagegen in den Qbrigen Tonarten 
A 0,755 soyu masste. Wir werden nmi fUr alle diese Scalen m 
Bezug auf A eine genäherte Reinheit erhalten, wenn wir das Mittel aus 
diesen Wertheu, mit Berücksichtigung der Zahl ihres Vorkommens, neh- 
niou, was = -.- (5.0,737 + 4.0,755) = 0,745 ist. Hierzu gehört die 
relalivo Schwingungszabl 1 ,G7C, die von i ,G77 = nur wenig diflerirt. 

Durch Annahnic dieses Werlhes von A' wird nun in A-dur 
C» = 0,067, F* = 0,482, G* ^ 0,652. Da nun in ö-dur, i/-dur und 
H-moW C»= 0,077, dagegen in £-dur C» t= 0,059; da femer />* ^ O 
in F-moll = O.O'J.J , so crgicbt sich im Mittel C« = ß* = | (0,059 
+ 0,067 + 3 . 0,077 + 0,003) - 0,075, wozu die relative Schwingonga- 
zahl des diatonischen halben Tons (§ 19) gehört. 

Femer ist in E-dat und H-dur JD* = 0,229, in G-moU und C-moll 
& = 0.263, in F-moU aber & = 0,245. Hieraus folgt im Mittel 
Di = £• = 4 (2 . 0.229 + 0,245 + 2 . 0,263) :=: 0,246, wozu die.re- 
lative Schwingungszahl 1.486 gehOrt, welche p = l,IS5 nahe kommt. 
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Weiter ist in G-dur, D-dur, f-dur, fl-dur, £-moll und //-moll 
F»= 0,492, inA-dur, wie bemerkt« F» = 0»482; daher kn Mittel 
F* = & ^-i-CO.ISS-l. 6.0.492} = 0.494, wozu die relative Scfawb- 

gungszahl 4,405 gehört, die nahe gleidi jj = 1,406 ist. 

In Jrdur wird, wie bemerkt wurde, = 0,G52 , in E-dur nnd 
H-dur ist aber <S» 0,644; in C-moll ond F-moll = 0,678. Hier- 
aus folgt im MiUel = A* = 1 (2 . 0,644 + 0,652 + 2 . 0,678) = 0,659. 
Die zugehörige relalivo Schvvingungszahl. ist 1,579, die nahe gleich 
1,580. 

Endlich ist in H-dür A* = 0,814, in F-dur, C-moU und F-moU 
= 0,830, in D-molI und G-mo\i aber H'' = 0,848. Hieraus folgt im 
Mittel A» = H^ 0.833, wozu die relative Schwingmignahl 4,784 
ffköTt , die sich y = 1 ,778 nähert. 

Stellen wir nun alle diese Werthe mit denen der unverändert ge- 
bliebeiien HanpttOne sasammen, so ei^giebt sich folgende Tabelle, in der 
die Werthe unter • genau der vorstehenden Berechnung eatspiechen, 
die unter ff (welche die eigentliche Kimbeigersche Temperatur dar- 
stellen) die nAcbslen, jenen sukommenden relativen Scfawmgungsnhlen 
sind, ä endlich die genauen Werthe darsldlt, die su den Werthen von 
y' gehören. 





X 1 






r 

X 


c 


0,000 


1 


— 1 .000 


0.000 


C» = D* 


0,075 


156 
S48 


= 4,053 


0,075 


D 


0,170 


9 

8 


= 4,425 


0,470 




0,246 


tl 

87 


= 4,185 


0,245 


E = P 


0,322 


5 
4 


= 4,250 


0,322 


&= F 


0,415 


4 
S 


= 4,333 


0,445 




0,491 


45 
St 


= 4,406 


0,498 


G 


0,585 


3 

T 


= 4,500 


0,585 


G»= A* 


0,659 


4i8 

81 ■ 


= 1,580 


0,660 


A 


0,745 


970 
4SI 


= 4,677 


0,746 


itf» = li» 


0,833 


46 
9 


= 4,778 


0,830 




0,907 


4S 
8 


= 4,875 


0,907 


H*= c 


1,000 


2 


= 2,000 


1,000 



4* 
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Um die Gute dieser Temperatur zu prUfeii, brauchen wir blos zu 
untersudieD, welche Werthe sie den die Scalen bildeoden hitervallen in 
jeder der zwOlf Tonarlen beilegt. Es ist zu diesem Behuf nur nothig, 
fUr jeden Ton den ihm nach der vorstehenden Tabelle unter d zukom- 
menden Werih zu setzen und in jeder Tonart den Werth des Gnindtons 
von den Werlhen der übrigen iiir zui,'ehorigcn Töne abzuziehen. Zur Al)- 
kuizuiig setzen wir auch hier die üclave = iOOÜ. Wir erhalten dann 
folgende Tabelle: 



Grundion 


gr. See. 


y. Terz 


gr. Terz 


Quarte 


Quint« 


kl. i'exle 


gr. Scxt. 


kl. Sept. 


gr. Sepl. 


c 


170 


245 


322 


415 


585 


600 


746 


830 


907 


G 


161 


2i5 




41 5 


585 


660 


737 


830 


907 


D 


152 


24ö 


:h± 


415 


576 


660 


737 


830 


907 


A 


161 


254 


329 


424 


576 


669 


746 


839 


914 


E 




263 


338 


424 


585 


678 


753 


848 


923 


U 


168 


263 


338 


415 


585 


678 


753 


839 


923 


F 


170 


245 


322 


415 


585 


660 


755 


830 


907 


H' 


170 


263 


340 


415 


585 


678 


755 


839 


906 




170 


247 


340 


415 


585 


660 


755 


830 


925 


6'« = il* 


170 


254 


340 


415 


585 


662 


755 


832 


925 




170 


S45 


340 


417 


585 


671 


755 


832 


925 




468 


254 


338 


415 


583 


678 


753 


832 


923 



Vergegenwärtigt man sich nun, dass die reinen Intervalle, der gros- 
sen Seeunde 170, der kleinen Terz =^ 263, der grossen Terz ^ 322, 
der Quarte = 415, der Quinte = 585, der kleinen Sexte = 678, der 
grossen Sexte = 737, der kleinen Septime = 830, der grossen Sep- 
time = 907 sind, so lässt die vorstehende Tabelle den Grad der Rein- 
heil, den nach dieser Temperatur jede Tonart hat, leicht ericennen. Nur 
in Einem Intervall weichen von der Reinheit ab C-dur (in der grossen 
Sexte), G-dur (in der grossen Seeunde), B-moU (in der Ideinen Septime) 
und IF-moll (in der kleinen Septime), wenn wir die geringe Abweichung 
in der grossen Seeunde nicht beachten. Dagegen sind schon i?-dur und 
ff-dur, noch mehr ü-, £!t-, At- und Dev-dur, eben so C-, Cr-, 1^, F- 
und l>e^moll wegen der Abweichungen der grossen und resp. der klei- 
nen Terz, die hier die Grosse eines syntonischen Komma^s erreichen, 
sehr hart. Man kann diese Harle niMem und die Temperatur verbessern, 
wenn man die in der Tabelle des vorigen §'s unter 9 eiilhaUeDeii Werfhe 
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annimmt. Noch geringer werden die ansfössk'on Abweiehuniioti von der 
Reinheit, wenn man auf dieselbe Weise für und D einen teniporirten 
Werth sucht, wie dies im vorigen § für A gesch(>hen iät, und mit Rück- 
sicht hierauf die erhöhten und eroiediigten Haupltöne bestimmt. Aber in- 
dem hiermit die hürtestea Tonarten gemildert werden , vennindert sich 
die Reinheit der übrigen, zwar nicht Uber die erlaubte Grenze, aber 
doch so, dass der Charakter der Temperatnr, der auf der fost völligen 
Reinheit mehrerer Tonarten beruht, verloren gebt und dieselbe sich mehr 
einer gieicbscbwebenden Temperatur nttbert, ohne doch deren Vollkom- 
menheit Bn erreiGbeD. 

Abgesehen hiervon bleibt aber auch noch die Ansstellong ttbrig, 
dass diese Temperatur den innern Zusammenhang der In- 
tervalle grossentheils serreisst Denn die Tabelle zeigt z.B.. 
dass schon Itar die Gmndtöne (7, 6, D kleine Terz und grosse Sexte, 
grosse Terz und kleine Sexte sidi nicht genau zurOctave ergänzen, dass 
ftlr den Grundton D dies nicht einmal in Beziehung auf Quarte und Quinte, 
und ftlr die GrundtOne und dies in Bezug auf dieselben Intervalle 
wenigstens nicht genau statt hat. AehnUches findet sich bei den übrigen 
Grundtüueu. Dieser Mangel ist aber, wie wir sogleich zeigen werden, 
nolhwendiger Weise allen ungleichschwebenden Temperaturen gemein- 
sam und wird nur durch gleichschwebende Temperatur verhütet. 

' §34. 

Den inneren Zusammenhang der Intervalle stellen die in I S onl- 
wickelten allgomeincn Ausdrdrke derselben dar. welche die Abiiiingig- 
keit aller von der Oclavc , Quinte und grossen Terz nachweisen , und 
durch welche alle zwischen den Intervallen möglichen Beziehungen ge- 
geben sind. Zu diesen Beziehungen gehören nun die, dass die Intervalle 
der Quarte und Quinte, der Terzen und Sexten, Secunden und Septimen 
einander zum Intervall der Octavo ergänzen müssen. Wir können an 
dem Beispiel der Quarte und Quinte leicht zeigen, dass dieser Zusam- 
menhang zwischen beiden nothwendig aufgehoben ist, sobald diaseu 
Intervallen in verschiedenen Tonarten verschiedene Grossen beigelegt 
werden, also eine ungleicbschwebende Temperatur statt findet. Aus 
$18 ergeben sich nämlich folgende allgemeine Bestimmungen der Inter- 
valle der HauptlOne mit dem Grundton C = 0. 



Digitized by Google 



54 



M. W. Dbomsch. 



D==iq — \, E = t, F^\ — q, G==q, A = 1 — g + I, 
ü — q t, c = ^, d — %q, c = 4+f u. s. w. 
Hiernach ist nun in C-dur das lotervall der Quarte — \ — q, ilas der 
Quinte = q. In G-dur ist die Quarte — c — G =i — q, die Quinte 
= d — G r--~ q In beiden TonarUiii cy^\\nzm sich also, welchen Werth 
auch q haben mag, die Intervalle von Quarte und Quinte zur Octave. In 
X)-dur fLip;o^ren wird die Quarte ==G — D =1 — q» dieQuinte = A — D 
c= 2 — 3g + wovon die Summe = 3 — ig -f- 1; in A-dor wird die 
Quarte =d — A = Zq — I — 1, die Quinte =e — A = g, die 
Summe beider also = 4^ — I — 1- In diesen beiden Tonarten Bind 
also die Intervalle von Quarte und Qniote ziuanimengeiiomnien, nichi 
unabhängig von den Werthen. die j and I haben mOgen, sondern nnr 
dann g^eidi der 'Octave 1, wenn t = Kq — 2. Alsdann aber wird 
S — 3; I =: f und 3; — t^\^\ — q; d.l das btervail der 
Qoinle inD-dnr and das derQDarle in A'^ar ist so gross als A'e gleicfa- 
namigen Intervalle in C-dur and C-dnr. Da non, wenn q das Intervall 
der reinen Quinte bedeutet, q =0,585 ist, folglich dann t — iq — 2 
= 0«340 wird, was die reine grosse. Terz 0,3S2 um das syntonische 
Komma ttbertrilR, so mnss, wenn in den genannten vier Tonarten die 
Intervalle F'->C,C'-Cr, 0 — 1>, d — A einerseitB, C_C, d — 6, 
A — D, C — A andrerseits unter einander gleich seyn sollen , noth- 
wendif; q einen temperirtcn Werth haben. Die Aufrechthaltuni,' der Be- 
ziehung, wonach Quarte und Quilitz einander zur Octave ergänzen sol- 
len, fordert also gleichschwebende Temperatur. 

§ 35. 

Auf dieselbe Temperatur ^v(M (ll n wir ^fuhrt, wenn wir unter- 
suchen, unter welchen Bedingungen die verschiedenen He4>timniungcn, 
welche den erhöhten und erniedrigten Tönen in verschiedenen Tonarten 
zukommen, einander gleich werden. 

In G-dur ist nSmlich — G + gr. Septime = ^ + 7 + / = 2g + |; 
derselbe Werth folgt aus D-, E- und tf-dor, £-moU und ^-moll. Dage- 
gen ist in A-dur ~ A-f gr.Sexte =A + < — ^ + 15= 2 — %q + %L 
Die Gleichheit beider Wertbe von f* fordert I = 4g — 8. 

In JD-dur ist = D ;f gr.Septime =3i^ + 94i=:3g + l— 1. 
Dasselbe giebt J7-dur und ff-moll. In A-dur aber ist = A -|- gr. Terz 
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r=A + <=1 — 9 + Eben so in E-dur. Die Gleichsctzung beider 
Werthe giebl / ~ 4^ — i. 

Iii / ilur ist //* = F-f Quarte = F + 1 — g ^ 2 — 2^; das- 
selbe giebt F- und 6-molI. In D-moll ist aber = D + kl. S(?\te 
= D + 1 — t = iq — t. Die Gleicbsetzuüg beider Werthe fuhrl also 
wieder auf I — 4g — 2. 

In C-moll ist =rT C + kl. Terz =7 — t ; dasselbe folgt aus C-moll. 
In F-TOoll ist aber e* — F + kl. Septime = F + 2 — ^7 ^ 3 — 3f/ ; 
daher = 2 — 3^. Auch hier giebt die Gleich«etzuDg beider Werthe 
t — iq — 2. 

Durch Eiaruhning dieses Aasdrucks von t wird nun E= iq — 2, 
A:=39 — H=^ — 2, so dass mm aUe HanpUOne niir durch q 
boBÜDimt werden. 

Ferner wird, nach dem Obigen, F* = 29 4*l — 1=69 — 3; 
Gi» = 39 + I~.2^79 — 4; Ä» = 2 — S8g; JE» = 2 — 3^. 

Hieraiu ergeben sich nvn aach Itar die ttbrigen erhöhten und ei^ 
niedrigCen T<Ine Ausdrucke, die nur von q abhängen. Ans A-dur folgt 
nSmlich = A -|- gr. Septime = A<f9 + < =14. 21 = 8^ — 3; 
daher (9 = 89 — 4. Aus £-dnr foigt d* = £ + gr. Septime c=: 2< «f 9 
= 99 — 4; daher = 9^ «— 5, Aus if-dnr folgt := Jf + gr.Sep- 
time ==: 59 — .2-f9*M=±109 — 4; daher A« = lOf — 5. Aus 
fia-dur eigiebt sich ^^F*+ gr. Septime =:6g — 3 + ^ + ^=149 — 5; 
daher£*= M9 ~ 6. Aus finHlur endidi folgt ff« = 0< + gr. Sep- 
time = 7^ — 4 + g+ < = 42^ — 6. Die Molltonarten geben dasselbe. 

Eben so folgt aus fs-dur A* = F* + Quarte = 3 — ^ 4^; aus As- 
dur d* — il* + Quarte = 4 — hq \ daher ~ — 5</ , aus Dc«-dur 
G* 4. Quarte =4 — 6g ; aus Gc»-dur c* ~ + Quarte ^ 5 — 7g ; * 
endlich aus A«-moll /* = A* + kl. Sexte =3 — 4^/ + 1 — t = G — 8g ; 
daher F* = 5 — 8^/. Die andern Tonarten, welche erniedrigte UaupU 
lüoe enthaiteu, gebt i) dieselben Werthe. 

Ordnen wir nun alle diese Bestimmungen nach den darin enthal- 
teneu Vielfochen von g, so ei^eben sich folgende zwei von C ausgehende 
Reihen: 



I 
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C = 0 



G =q 


F 


= 1—7 


l) ^ 27 — 1 




^2 — 2« 


A =37 — 1 


F* 


= 2 — 37 


E =iq — 2 


il* 


^3 — 47 


H =^ — i 




-^3 — 57 


F« = 6g — 3 




^ 4 — 6g 


- 77 — i 




= 3 — 77 


(m^ _ 8g — 4 


F» 


= 5 — 8g 


jö» = 9g — ö 






il« = IOg^5 






£» = Hg-.6 ■ 













Dinse Bestiinmiingpn geben nun lür alle Tonarten glcichinJlssig fol- 
gende Wertbe der die Dur- uad MoU-S«alea bildeDden latervalie: 

gr. Secande, cpr.Tera, Quarte* Quinte/ gr. Sexte, gr. Septime 
8g — I 4g— 2 1 — 9 g 3g — I 5g — 2* 
kl. Terz, Id. Sexte, U.Septime . 
8 — 3g 3 — ig' S — 2g. 

Hiernach ist also das allgemeine Schema der Durscala : 

0, 27-^1, 47 — 2, 4 — g. g, 37 — 1, 5g — 2, 1, • 
mit der Stufenrolge 

2g — 4, 27 — 1, 3 — öq, iq _ 1, 27 1, 2g — 1. 3 — 57; 
das allgemeine Schema der Mollscala (in der Form des Herabs leiguns) 

0, 27 — 1. Ü — 3g. 1 — g. g. 3 — 4g. 2 — 2g, 4. 
juit der Stufenfolge 

27 — 1. 3 — 57, 27 — t 27—1, 3 — 57, 27—1, 27 — 1. 
In beiden kommen also nur zwei Stufen, 97 — i und 3 — 6q vor. 
Das Schema der reinen Durscala dagegen ist 

0, 27—4, <, 4 — g, g. 4— g + i, g + l, 4, 
mit der Stufenfolge 

27—1, i — 2q + t, i — q~~f. 27 — 4, 1-.2g4./. gg — 4, 4--g— 

das Schema der reinen Mollscala 

0, 2g— 4, g — I, ^ — g, g, 4—/,. 2 — 2g, K 
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mit der SUifeofolge 

Die reinen Scfden enthalten also drei verschiedene Stufen, näm- 
lich 29 — 1« 1 — 29 + < and i — I, von. denen die beiden ersten 
nur gleich sind, wenn I =s ig — 2,. wo dann die dritte =3 — 5g 
wird.'Dass m der ungleichscbwebenden Temperatur die Zahl und Grösse 
der Stufen , je nach der verschiedenen Reinheit der Tonarten , viel raan- 
nichfalligor seyii uiuss, liegt in der Natur der Suche und findet in der 
oben ausgeführten Kimbergerschen Temperatur seine BesUltigung. Ton- 
leitern mit n ich t m eh r a 1 s z w e i e r 1 e i S t u f e n . 2q — i und 3 — 5g, 
von denen die erstere grösser ist als die zweite , wenn g>y>0, 57 14285..,, 
besitzt also nur die gleichschwebende Temperatur, Die grüs- 
sere Stufe ist das Doppelte der Ideineren nur, wenn g == |f> 

m 

§37. > • • 

Ohne filr jetzt schon zn erOrtem, ob die a. E. des g 35 bestimmten 
TOne der gleichschwebenden Teqaperatnr sSmmtlicfa von einander ver- 
schieden sind oder zum Tfaeil zusannnenfiillen, geht aus jenen AosdrOcken 

hervor, dass bei dieser Tcuipcialur, welchen Werth auch immerhin das 
Intervall der teraperirten Quinte q haben mag, sammlliclic Tone durch 
Fortschrei lungen nach Quinten und Quarten (unteren Quinten] bestimmt 
werden können. Schreiben wir nUmlich um der grösseren Einfachheit 
willen statt c, cc, d, a, d ... u. s.w. r, , c,, c, , ., , c?, , <i, ... 
u. 6. w., so erliaiteu wir aus jenen Formeln folgende BesttmmuDgen : 

C = 0, e = g,.<f=2g, a=^3g, s,=:4g, *|=5g, /J=5g, 
<« = 7g. jj=8g, d;=:9g, 4i5 = IOg, <=Hg, A;=::l2g; 

andrerseits, wenn wir zor Abkürzung 1 -~ g = g' setzen, 

F=q\ Ä* = 2g', e* = 3g'. «* = 4r/ . = 5g', ^{ = 6g', 

i^ = 7g', ß = 8g'. 

In beiden Reihen .ist aber hiermit die Forlsehreitung nicht schlechi- 
hin geschlossen. Bezeidmen wir nfimlich die doppdt, dreifiich, vierfiich 
erhttfaten flanpttOne durch iß, c**, d», tt.6.f. und eben so 
die doppelt» drei-' and vierGujh erniedrigten durch e**, 1^, ci** u. s. w., 
so kann man die Tonbeslimronngen in beiden Reihen, wie folgt, fort- 
setzen. Es fitIgt auf h^. 
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ff=:i3q, cf=U^, ^=:i5q, dg^—iQq, flj*=l7g, <Mi=18f, 

/55 = 20^. cS=^t\q, rfg=23g. flg=i4f. e-^iöv, 

f^=21q, f^== 28(/ U.S. f. 
Eben so folgt auf 

ff = 82«'. 

; AUe diese mebrfiicb eiiiOhten and emiedrifiiteii HaupttOne kdimea 
nun anf dea Runn xwlschea dem Qnmdloii und seioer Octave überge- 
tragen werden, vnd so worden zwischen diese Grenzen onendliBh vtele 
TOne fiitlen, wenn alle die^ Bestinunnngen wirididi verschiedene TOne 

gaben. Es lässt sich aber zeigen, dass dies zwar der Fall ist, wenn q 

das InttTvall der reinen Quinte bezeichnet, dass jeduch die Ycrschie- 
denheit eine endliche Grenze erreicht, wenn (ji das Intervall einer ir- 
gendwie temperirten Quinte darstellt. 

Da nämlich nach § 1 5. (2) der genaue Ausdruck des Interv alis der 

log -2- lo^-i- 
reioen Quinte -j—. des Intervalls der reineD Quarte = ist, so 

verhldt steh das Intervall der Quinte za dem der Odave wie log | : log 2, 

das Intervall der Quarte zu dem der Ortavo wie log yt log?. Hieraus 
folgt die Incommensurabilit.1t ti« i Intervalle der reinen Quinte und 
Quarte mit dem der Oclave. Dasselbe licsultal giebt die Verorleichung 
ihrer relativen Schwingungszahlen. Standen nämlich die genannten Inter- 
valle in rationalen Verhältnissen, so mUsste die Vervielfachung des 
Quiatenintervalls auf irgend eine Octave des Gnindtons fllhren, daher es 
irgend eine ganze positive Zahl n geben , ftir welche ^y)" ^^^^ (t)" 
einer ganzen positiven Polenz von Sl gleich wurde , was unmöglich ist. 

Wird dagegen die Quinte temperirt, so dass ihr Intervall zu dem 
der Octave in dem rationalen Verhftltniss m steht, also s=^ ist, wo 
m und n relative Primzahlen sind , so mflssen dann ionner n temperirle 
Quinten genau gleidi m Octaven seyn, so dass die «le Quinte iigend 
eines Tons mit der arten Octave desselben Tons, die («i+l)te, (n+S)te, 
(«•i>3]te Quinte a. s. f. mit der arten Octave der Isten, Step, 3tenQainte 
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0. 8. w. jenes Tons zusammenföllt. Dasselbe gilt von der Quarte, Terz 
a. 8. w. Ein solcher Cyclus von temperirten Quioten , Quarten , TemeD, 
die eine nmde Zahl von Oclam ausfUUen, beissl ein Quinten-, Quar^ 
ten-, Terxen-Cirkel. 

8 38. 

Aii,s fh [1 vorstehenden aligemeinen Ausdrücken der erhöhten und 
erniedrigten Haupttöne der gleichschwebenden Tcniperalur ergeben sich 
nun auch eben so allgemeine BestimmuDgen der Werthe ihrer einfachen 
und mehrfadien Erhöhungen und Eniiedr^iiiDgen d.i. der Grösse der 
Intervalle zwischen den Hauptlönen selbst and den erbebten und eniie- 
driglen Haopttttnen. Es sind oambch 

1) die Intervalle 

— D, E» — F« — F, G« - C, — i4. Ä»— //. 
C"» — C», D», F«»— F« G«»— C», A**—A*, //«*—//», 

desgleichen die Intervalle 

C- C\ D — D\ E — E", F — F*. G — G'\ i — A*. //— Ä». 

F^— F". C*— C**, A*— A". 11»— JP. 

aammllich anter einander gleich, nttmlich = 7g — 4. Hierans folgt 

2) dass die Intervalle 

iy^ — c. — D , — F u, 8. w. doppelt so gross als die Intervalle 
C?— Lf'-D, £a.8.w., 

desgleichen, dags die Intervalle 

C— Ü**, D—D^, E—E^ a.8.w. doppelt so gross als die Intervalle 

C— C*, !) — />*, F*u.8.w., 

also sümmtlich = 2{7g — 4); eben so, dass die Intervalle 

CSX — — D, — F u. s. w. dreimal so gross als die Intervalle 

C«— C, Iß — D, £*— £u.s.w. 

ond eben so, dass 

C — D — B^, E — u. 8. w. dreimal so gross als 
also aammtlidi = 3 (7^ — 4) sind u. s. f. 
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3) Die Intervalle 

0 _ c, E — I). G — F. A ~ G, H— A, 

lyt- c. Fy — i)\ — i' «. .1« — r;« ii^ - .t«. 

ff SSI ^tm ^"w» C*" — ii"" (j***, — — 

X>« — c*, jB» — 0. 8. w., 
desglolchea die Intei'valle 

D*_C». ^-D*. C* — P, il» — C*. Ä* — A», 

— P^' — u. s, w. 

sind ebcnf:ills unter ciaaoder gleich, nUmlicb — 1, also gleich 

der grösscrn looslufe. 

4) Ebeo 80 fiind endlich die lolervalle 

jp — c — — — JS/", — ^ — Jü"^, 
p» ^ ßi, — II* u. B. w,. 

desgleichen die Intervalle 

8amintlieh unter einander gleich, nfiodich ~ 3 — 5^, also gleich der 
kleineren Tonstafe. Sie sind den Intervallen unter ^) aber nur dann 
gleich, wenn q = jg.. 

§39. 

Ftihrea wir jetzt den dio gicichschwcbende Temperatur allgeiiieia 
charakterisirenden Worth des Intervalls der grossen Terz i — — t 
in die Tabelle des § 18 ein. so erhallen die dort benannton lulervalle 
folgende Ausdrucke, die wir wie sie sich zum inlervali der Octave er- 
gänzen, paarweise (^ü|$euüber&lellcn. 
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Prime 


0 


Oclave 




kl. Dicsis 




alterirte Oclave 


129 — 6 


ttbermass. Prime { 


tu « 


gröss. 


1 veiiiiind. Oc(<«ve 


kis. Limma ) 


klr. 


K "7.. 

0 — iq 


kl. Secunde ) 
SPS. Limma 1 


3— 


gr. Septime j 
aller, gr. Septime { 


ög — 2 


klr. ganz. Ton ) 


»J — 1 


gröss. 


kl Septime 




gr. Secunde | 


klr. 


2 — 29 


kl. } . < 


it i A/> 
1 


gröss. 
klr. 


ttbermAss. Sexte 


IO9 — 5 


gr. ) 


9rj — 5 


gröss. 
klr. 


vermind. Septime 6 — 99 


alter, kl. Terz ) 




alter, i 


,'r. Sexte i 




kl. Terz ) 


gr. Sexte j 


89—1 


gr. Terz 


4^ — 2 


kl. Sexte 


3 — 49 


vonninfl. Quarte 


5 — 87 


Ubermass. Quinte . 


— 4 


ubernjiiss. Terz 


iiq — 6 


vri mind, Sexte 


7 — U9 


QuarCe ) 


i^q 


Quitite 






alterirlc Quarle j 


alter. Qumte) 








gross, 
klr. 






\ ttbeimllss. Quarte 

gröss. ) 


69 — 3 


venmnd. Quinte 


4—69 



Die BnchstabenbeKeichnttngea der Töne, welche durch diese Aus^ 
drücke bestimmt werden, finden sich, mit Ausnahme derer ihr 6 — 99, 
6 — IO9, 7— II9, 7^129, a. E. des % 35. Was diese noch flbrigen 
vier belrillt, so ersieht man aus § 37 leicht, dass 6 — 99 ^ Ii**, 
6— 109 = fi". 7—1 19 = A** und 7—129 ist. Da ferner 

eme Reihe Ton Intervallen, die, wenn t und 9 rein sind, verschiedene 
Werthe haben, wie die vorstehende Tabelle zeigt, zusammenfellen , so- 
i);ikl / ™ 49 — 2 wird, so gestattet dies für die gleichschwebeiidc Tem- 
peratur eine vereinfachte Benennung der Intervalle , welche folgende 
Tafel zugleich mit den Bezeichnunycn der dadurch be^tiifimtcn Töne 
übersehen lUssl. Dass hier, gleichwie die verminderte Terz und //** 
die verminderte Septime heisst, so /)** die verminderte Secunde genannt 
wird, rechtfertigt sich eben so von selbst, wie dass, nach Analogie von 
fy, als der tlbermn.ssigen Terz, und ,1*, der Ubermüssigen Sexte, JW* der 
Name der übermässigen Septime beigelegt ist. 
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C, Prime, 0 

D^, vermiiid. Secaode, 7 — 42? 

C, obennilM. Prime, 7; — 4 

D*. lileiiifi Secunde, 3 — 5^ 

jD. grosse Secunde. — i 

E^, vermind. Terz, 6 — iOq 

JJß, ttbermllss. Secunde, 9q — 5 

' kleine Ten, 2 — 3q 

E, grosse Ten, 4^ — 8 
vermind. Quarte, 5 — %q 
ubermAss. Terz, Mq — 6 

F, Quarte, A — q 
Ubennass. Quarte, 6g — 3 



s 

r Octave. 1 

//», oberrnttss. Septime, 42f — 6 

c*, vermind. Oclave, 6 — 7q 

JET, grosse Septime, 5f — 2 

kleine Septime, 8-7% 

A*, ttbermttss. Sexte, 40f — 5 

Jl**, vermind. Septime, 6—99 

A, grosse Sexte, Zq — 4 

1*, kleine Sexte, 8 — 4^ 

G*, ttbermlss. Quinte, 89 — 4 

A'*, vermind. Sexte, 7 — 4 4^ 

G , Quinte, q 

C*, vermind. Quinte, 4 — 6g 
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IV. 

VON DEN VERSCHIEDENEN ARTEN DER GLEICHSGHWEBENDEN 

TEMPERATÜR. 

Wir haben bislicr die gl cichsch webende Temperatur nach ihrem 
allgemeinen Begriffe aufgefasst . wonach sie diejenige ModificaUon der 
rciiirn Intervalle und relativen Schwiaguugszahlen derTüne ist, wodurch 
die gleichbenannten Intervalle in allen Tonarten gleiche Grösse erhallen, 
mithin alle Scalen von der reinen Scala gleichviel abweichen. Es ergab 
sich, dass diese Modilication durch die Gleichung f=r 45 — 2 bestimmt 
ist, in der aber, wenn die grosse Terz nicht um ein syntonisches Komma 
oder ^ gr. ganz. Ton von der Reinheit abweichen soll , q kleiner als 
das hitervail der reinen Quinte seyn muss. Ohne nun hier sdion ntther 
zu erOrtero, ob diese Abweichung unter allen Umständen onsfatlhafl 
ist, leachtet doch von selbst ein, dass, wenn es dnen Werth von q giebt, 
der, ohne die Reinheit der Quinte meridich zn vermindern, nicht nur diu 
gfOflse Terz, sondern auch die ttbrigen scalenbiidenden TOne der Rein- 
heit möglichst nahe bringt, dieser allen andern (miter flbngens glei- 
cben Umstanden) vorzoziehen seyn ^vird. Bevor wir aber einen solchen 
Werth za finden versodien, wird es nicht onzwecbniBSig seyn, allge- 
mein zo erörtern , welchen Einfliiss die TemjperNii^ der Qninle auf die 
tlbrigeo scalenbiidenden .Tone anstibt» Was mm zuerst die Quarte be- 
Irifit, so schwebt sie, da ihr Intervall = 4 — q, immer mn ebensoviel 
auf- oder abwOrts als' die Qomte ab- oder aoAivftrts schwebt. Von den 
Übrigen Toneo komioen nur noch in Betracht die grosse Seconde, deren 
le m periries IhlervaK = 2g — 4, und deren rehies = 0,16992 ; femer 
die kleine Terz, deren temperirtes Intervall = 2 — Sq, und deren rei- 
nes = O.ÜG.'iOJ ; die grosse Terz, deren temperirtes Intervall — iq — 2, 
und deren reines = 0,321193; die grosse Septime, deren temperirtes 
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lütcrvall — öq — 2, und deren reioes = 0,90680 ist. Durch diese 
Töne sind kleine und grosse Sexte und kleine SepUme vermöge der Er- 
g&nzungca zur Octavc gegeben. 

Hiemach ist nun die Abweichung der grossen Secunde von der 
Reinheit, oder ihre Schwebung 0,l699il — 2} -f l^-ond die grosse Se- 

IsbvVcirtS ) ' *^ 

aufwarte!' >^<ili<l^i>> dieser Ausdnick ^0, also 

je nachdem 

1.16992 — 2q^0, d. i. q ^ 0,58496. 
Da nun 0,ö8496 das Intervall der reinen Quinte, so schwebt die 
gros.M Secunde zugleich mit der Quinte ab- und aufwärts. Femer ist 
die Schwebung der klemen Terz 

0,26303 ~ 2 + 39 ^ 0, je nachdem q ^ 0,57899. 

Die Ueioe Terz schwebt also | > nacfadem die temperirte 

Quinte ^ 0,57899. 

Ebenso ist die Scbwebung der grossen Ten 

0,32193 — 49 ^. 2 ^ 0, je nachdem q % 0,58048. 

IaliwHrts ) 
aufWttrisr ^ temperirte 

Quinle ^ 0,58048. 

Endlich ist die Schwebang der grossen Septime 

Ü,90G89 — ö<y + 2 ^ 0, je nudiilcra q ^ 0,08138. 

uufwärL I ' j^^^^^^ ^ temperirte 

Quinte 5 0,58138. 

Hieraus folgt: 1) wenn q > 0,38496, also die Quinte aufwärts 
schwebt, so schwebt die kleine Terz abwärts, die grosse Terz aufwärts, 
die grosse Septime aufwärts ; 

2) wenn 7 < 0,58496, aber > 0,58138, also die Quinte um we- 
niger als 0,00338 — ^ gr. ganz. Ton abwärts schwebt, so schwebt 
die kleine Terz abwärts,, die «rosse Terz aufwärts'; die grosse Septime 
anfwilrls; 

3) wenn q < 0.581 38, aber > 0,58048, also die Quinte um we- 
niger als 0,00448 ~ ^ gr. ganz. Tou, aber um mehr als ^ gr..gaQz. 
Ton abwArts 8cbwd>t, so schwebt die kleine Terz abwärts, die grosse 
Terz aufwärts, die grosse Septime abwärts; 
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4) wenn q < 0)58048, aber > 0,57899, also die Quinte um we- 
niger als 0,00597 = , (^r. ganz^Too, aber um mehr als ^ gr. i^ixuz, 
Tod abwärts schwebt, so schwebt die kleine Terz abwärts, die grosse 

Terz abwörls, die grosse •Septime abwflrts; 

5) wenn q < 0,57899, also die Quinte um mehr als ^.gr. g.iii/: 
Ton abwärts schwebt, so schwebt die kleine Terz aufwUrls, die-gro^c 
Terz abwürts, die grosse Seplime abwärts. . - 

Die erste «Dd einfiicbste Bestimmung von q, welche zu einer be- 
friedjgenden gleicbschwebenden Temperatur flihrt, erhttU man, wenn 
man auf das Bedttrfiiiss der Musik, sich auf eine möglichst kleine Anzahl 
von Tönen zu beschranken, Rfirksicht nimmt und dabei insbesondere 

die Tiislcninsli unionte ins Auije lusst. Da diese näailich erhöhte und 
crniedriglc Haupttöne nicht unterscheiden können, sondern die nächst- 
benaclibarten in einen mittleren Ton /usainnicuziehen , SO ist filr sie, 
woMni schon in § 32 Gebrauch gemacht wurde, 

(?==Z)M)» = £*. = F, P ^ F«= G*, 6« = A\ = H\ 

Selsen wir nun in diese Gleichungen die a. E. des § 35 fUr die gleich- 
schwebende Temperatur ganz im Allgemeinen gefundenen Intervall«' 
werlhe ein, so giebi jede derselben die Bedingongsgleldiang 

= 7; woraus also folgt q — —. 
Dies giebt nun die bis jetzt allein bekannte gleichschwebcntie Tempe- 

% 3 

raUir, bei welclier die grosso Secimde = ^, die kleine Terz = ^, die 

grosse Terz :rs ^ und die grosse Septime = |^ wird , also die zwölf 
Tone und ihre Intervalle diejenigen Bestimmungen erhalten, die schon 
in § 46 und 17 bemerkt und hinsichtlich ihrer Abweichungen von den 
reinen Intervallen und den relativen Schwingnngszablen der dieselben 
bildenden Töne untersucht worden sind. Eine unmittelbare Folge dieser 
Znsammenziehung der Töne (die also auch fUr die Bestimmung dersel- 
beD nach ungleicfasch webender Temperatur gilt) ist, dass die in g 39 
unterschiedenen 26 Intervalle sich auf 13 reduciren. Bs wird nttodich 
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IViiiifJ I 
vi'rmiiulertc Secimdo i 
übennUssii^e Piiiuc | 
kloiiii' SccuikIo J 
grus;«o St'cimde | 
vorinind. Terz ) 
übt riiiass, Secuode | 
kleioe Terz I 
grosse Terz | 
verniiiiderlc Quarte ) 
Übermässige Terz | 
Quarte j 
itbemiass. Quarte ) 
verminderie Quinte) 
Hiernach sind dann diese paarweise zusammenfallenden Intervalle 
und die durch sie bestimmten Tone nur dem Namen nach von ein- 
ander verschieden, und so entsteht als eine Folge dieser gleicbschwe- 
benden Temperatur das, was man jetzt ziemlich allgemein die »Mehr* 
deutigkeit der Töne« zu nennen pflegt. Die heutige theoretische 
Musik macht diese gleichschwebende Temperatur ausschliesslich zur 
Basis der Gompositionslehre, wozu sie sich sowohl durch ihre Einfoch- 
heit als durch ihre Verwirklichung auf dem universellsten Instrument, 
dem Piaiioforte, vorzüglich cmpftohll. Die praktische Musik dagegen 
weiclit auf allen Instrumenten, welche die Hervorbringuna; des richtigen 
Tons der (Jcscfiickliclikt'it iles Spielerin iiberlu&seu iiiul (kilier niclit zu 
einer Zui*aiuiiu;ii/.iL'liiiug der erhöhten und emiedriglon liaii](Uuue ge- 
nöthigt sind, von diuser Temperatur wesentlich ab. Denn es ist That- 
sailie. dass a ii f den St reich iüslrume n l e n und im d Crange 
eis und Des. lUs und Es u. s. w, wirklich unterschieden 
werden, uud dass iierade durch diese Untersclieiduni;; der feinere mu- 
sikalische Sion sich vorzüglich befriedigt Alblt. *) Es fragt sich nun, wie 



") Es muss befrimKlcn , fliese Thrilsnphe niclU mir in den musikalischen Lelir- 
biichern, sonilcni seihst in praktischen Anleitungen gUazIicli ignorirt, ja ^>eradezu ver- 
leugnet zu sehen. So sügt z. B. Marx (aligememe Mu^ikielire, i. Aufl. ö. 41): »c — dt 
klingt wto e-^dfit, A — e ift ebenso gron wi« i — k oder 0 — ew.« Die Wahihdl itt 
•her, dais nnr e — cfr und b — k tineneita» e^de$ und h — e andrwMlU «traug 
gleich, nkht aber jene Intemlf« die»Mi Im AUgemeiiien gleich lind; dwin die GfOase 
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Octave ( _ I 

lü)ermass. Septime ' 

_4_ vemiind. Octave | h 

grosse Septime ) 

s kleine Scptmie ) 4« 

Ubei iniiss Sexte J 

vcrniind. Septime ) 9^ 

grosse Sexte j 

4 kleine Sexte / ^ 

" ttbermUss. Quinte ) ** 

5 vermind. Sexte 1 ' j? 

Qumte j 

5 
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tliese Thntsacho mit dei- gloic lis( hwcLcudeu Temperatur, an welche die 
moderne Musik unahiiiKkrlich i;cbundon ist , sich vereinigen lüsst: ob 
jene Abweichungen nur als gelegentliche Ausnahmen von der 
Rci^cl zu betrachten sind, oder ihnen ein bcslimmtes Gesetz, ein 
festes Princip zum Grunde liegt. 

§ 42. 

Um nun zu uniersuchen, ob es ausser dem Wcrthe ^, der auf die 
bekannte gleiclisrhwebcnde Temperatur führt (die wir von jetzt an zur 
Abkürzung die gewöhnliche Temperatur nennen wollen), noch andre 
Wcrthe \on q giebt, welciie den allgemeinen Forderungen einer gleich- 
schwebenden Tcmporatur gniigen, bieten sich uns zwei Wege dar. Da 
Dämlich q ^ ~ einen Naherungswerth der reinen Quinte darstellt , so 
kaoD zuerst in Frage kommen, welche andre genäherte Werlhe der 
reinen Quinte es aasserdem giebt , und welche von ihnen den musika- 
lischen Forderungen entsprechen. Die Gli irlinng g =: ^ hat aber auch 
die Bedeatung, dass 12 Quinten nahe gleich 7 Octaven sind, dass also, 
wenn man vom Grundton aus nach temperirten Quintenintervallea vod 
der Grosse ^ fortschreitet» die 4 2te Quinte mit der 7ten Octave zusam- 
mentriflt. woraus der gemeine Quinten ei rkel entsteht (vgl. § 37). 
Da bis auf S Decimalslellen genau das reine QuinteniufervaU =0,58196250 
ist, so wird das Zwölffoche hiervon = 7,0)95500. Es ttbertrifll also 
das Inlervall von 42 Quinten das von 7 Octaven um 0« 01 955 oder nahe 
um ^ gr. ganz. Ton, ein Intervall, welches das diionisehe oder py- 
thagorische Komma heisst, und dem die relative Schwii^ungszahi 
likill ^Ql^P>^^hi. Es kann nun nach dieser Auslegung des Werthes ^ 
der temperirten Quinte zweitens untersucht werden, ob es ausser dem 
gemeinen noch andre Quintencirkcl giebt, die in noch grösserer Schärfe 
auf ein rationales Verhflitniss des Intervalls der Quinte zu dem der Octave 
fahren und sonst den musikalischen Anforderungen entsprechen. Ob 
diese beiden Wege zu einem und demselben Endziele leiten, oder einer 
dein andern vorzuziehen ist , kann sich erst durch den weiteren Verfolg 
derselben ergeben. 

Jmmt enlflfMi wird' doreh 7^ dia der letttoraii durch 3 — Bq aosgedrGtikt» welelw 
WflrtlM nur wMin 9 *~* ^» *^ bot in der ^eiehacliwefaefldeoTeiiqwratiir derTatten- 
iostrameote zoHmmeDflittäi. Aehnüche BebaQptangtti ivie die Toraldienden kann man 
in Spobr'sTloIlnaohiite lesen. 
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§43. . 

Was nun den ersten dieser beiden betrifll, so giebl es zwar 
nnzttlilig viele genäherte Wertbe des reinen Quintenintervalls, die sich 
in raticmalen Brüchen aosdrodien lassen. Diejenigen aber, welche sich 
diesem Werth mit steigender Genauigkeit nähern und ihn in den klein- 
sten Zahlen darstellen, erhält man, wenn jenes Inlpr\'all durch einen 

Kettenbruch ausgedruckt wird. Nun ist das Intervall der reinen Quinte 
log' 

= Mau könnte also diesen Ausdruck in einen Kettenbruch ver- 
wandehL Da jedoch derscli^e mit mehr als zureichender Genauig- 
keit durch 0,5849625 oder daif;estelh wird, so ist es einbcber, 
diesen Werth durch'einen Kettenbrach auszadrttcken: Qierdnrch wird nnn 

«6797 4 



«•OOD 4 + 1 



1 + « 



4 + < 



woraus sich nach bekannter Methode die gouUhcrtcD Wcrlhc 

1 = 0,5; 4* = 0,6; ^ — 0,5833333; — 0,5853659; 

Ji = 0,58i90ö7; ij* = 0,Ö849Ü73; 0,ö84üüi4 ; u.s.f. 

ergeben, die abwechselnd kleiner und grösser als der wahre Werth 
sind. Von diesen Werthen ist nun der dritte das Quintenintervall der 
gewöhnlichen Temperatur; Der vierte J| giebt eine um 0,0004034 oder 

wr& B^- SBDz. Ton aufwKrts schwebende, also so gut als völlig reine 

Quinte, aus der das lulcivall der grossen Jcrz |^ = 0,34140 folt,^, so 
daäS also die grosse Terz um 0,01953 oder ' £?r. ^anz. Ton (nahe das 
pylhagorische Komma) aufwärts schwebt. Der Ainfte Werth 1; giebt eine 
um 0,0000568 oder gr. ganz. Ton abwttrts schwebende Quinte, 
die auf das Intervall der grossen Terz ^ = 0,33962 ftlbrt, so dass diese 
um 0.01769 oder gr. ganz. Ton aufwärts schwebt, u. s. f. Bevor wir 
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nun die Brauchbarkeit dieser Warthe in ntthere BetrachtoD^ ziehen« 
woUen wir erst nnlersodien » ob auf dem zweiten angegebenen Wege 
dch Nttherangswerthe des Intervalls der Qnmte finden lassen, die zwar 
noihwendig weniger genau seyn können , vielteicht aber dassdbe mit 
schärferer Genauigkeit als ^ und zugleidi in kleineren Zahlen, als es 

durch ^ und ^ geschieht, darstellen. ' 

* • m 

• ;■ § * . 

•* . ' • 

Zjtt diesem Zwecke bilden wir' eine Tafel aller Vielfechen des Inter- 
valls der remen Quinte, von dem i 3facheiii>is zum 53fecben derselben. 
Bezeichnen wir das reine Qointenintervall 0,5849625 snm Unterschied 
vom temperirlen, q, durch , so erhalten wir folgende bis auf die letzte 
Dedmale genaue Ergebnisse. Es ist 
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Von diesen Yielfachon kommen xnm zuvörderst 24^,, 3(19,, 48^,, 
niclil in IJefraeht, da sie blos die Vielfachen des Cirkels von 12 Quinten 
fciiiul. \ on den tlbrigen nähern sich bis auf wenif^er als 0,2 einer s^nzen 
Zahl vonOctavcn 17^,, lO^,, 22^,, 31^,, 39^,, 41g,, 437,. iö^,, 

51^1, ")'^^ , von denen 41^^ und '63q^ schon aus dem vorigen § bekannt 
sind. Unter den übrig bleibenden geben aber nur 19g, , «^l?!- 43g, ab- 
wärts schwebende Quinten, die der andern schweben aufwärts. Denn 
ist a!li;rmpin mq^ = » + «, wo m und n ganze positive Zahlen sind und 
4^ 0) die kleinste DilTerenz zwischen dem Vielfachen mg, und der ^Dzen 
Zahl fi von Octavenintervallen ausdruckt, und soll = 11 seyn, so 

folgt q = q^ + ~\ die temperirte Quinte schwebt also j ^Jj^^^^jJ^g j . je 

nachdem mry, ist; es fordert also the abwärts schwebende Quinte 
mq^>n. Dies ist nun aber nur bei den drei bezeichneten Vielfachen der 
Fall, von denen 1 0g, > 1 1 , 31 g, > 1 8 , 43g, > 23 ist, indess 1 7g, < 9, 
2Sl9j<43, 29g, < 17, 39gj<23, 46gj<Ä7. 54gj<30. Es können 
also nur jene drei Yielfilcbe, welche die temperirlen Quintenintervalle 
t;* IT* Ii 81^^^* ^ Temperalurbestimiiiungen taogUcli seyn. In wel- 
chem Grade sie sieb dazu eignen, wollen wir specieller untersuchen. 



S 4ö. 

Der Werth des Intervalls der temperirten Quinte g = ~ = 0,57895 
gicbl folgendes Tonsystem: 
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Die Abweichung des Quintenintervalls von der Reinheit betragt 
hier 0,00601 oder ^ liv. ganz. Ton; die des Intervalls der grossen, 

Terz, welche abwörts schwebt, 0.00014 oder |^ gr. ganz. Tod. Für 

die kleine Terz, welche aufwärts schwebt, ist sie = 0,00013 oder -^^-^ 
gr.gaiä. Ton; fUr die abwärts schwebende grosse Stunde = 0.01203 
oder 1^ gr. ganz. Ton; fUr die abwürts schwebende grosse Septime 

= 0,01215 oder ^ gr. ganz. Ton. Hiernach ist in diesem System die 
kleine Terz und grosse Sexte so gut als vOlh'g rein, Quinte mtd Quarte, 
grosse Terz and kleine Sexte weichen von der Reinheit fast unmerklich, 
grosse Secande und kleine Septime, kleine Secundo und grosse Septime 
um weniger ab als die kleine Terz und grosse Sexte in der gewöhnlichen 
Temperatur, also am eine zulässige Grosse. Das System bietet also hin- 
sichtlich des Grades seiner Reinheit keinen erheblichen Austoss dar. 
Diu grossere Stufe seiner Scala (,^36) 2^ — l ist — dit3 kleinere 

3 — 37 = ,', die letzlere also = y der ersteren, so dass die Stufen- 
folge der Durscala ist: 

3, 3. 2, a. 3, 3, 2. 
die Bewegung durch die Tonleiter also sich dem gleichmässigeu Fort- 
schriti mehr niihcrt als in der Tonleiter 1« 2, 2, 2, 1 der ge- 

wöhnlichen Temperatur, darum aber auch träger, weniger rhythmisch 
erscheint. Kann nun diese Eigenschaft dm Systems bedenklich scheinen, 
80 stehen ihm noch zwei andre Ausstellungen entgegen. Erstens nUm- 
lich ist das Intervall der zwei nAchst benachbarten Töne und 
und a.s.w. = ^ = 0,05203, oder ^ g. g. T., was ohne Zweifel 
ein viel zu bedeutender Unterschied ist. Sodann aber -sind die Abwei- 
chungen von der gewöhnlichen Temperatur fiir mehrere Töne so bcdeur 
tend, dass beun Zusammenspiel von Streich^ und Tasteninstrumenten, wenn 
die ersteren sich nach der vorliegenden Temperatur richteten, MissUflnge 
unvenneidlich waren. Denn diese Abweichungen sind z.B. für €*=s-^^, 

für /)« = ^, , für - . für 6« = g. g. f. 



Ti M. W. Drobisgh, 

§46. 

Das leaipcrirlc QuiolenialervaU = H ssl 0,«>S065 f^brl aui lol- 
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Esmag hier zuvOrdent eineBemerkong ihreSfelle findcD, die nicht 
blos dieses Tonsystem, sondeni auch die nacbfolgeQden betriffit: diese 
BBmüch, dass es nicht als ein Tadel emesTonsyslems gelten Icann, wenn 
.es auf ' doppell und mehrfach erhöhte HaopItOne und somit auf Tone 
ftobrt, die in der Mnsnc nicht vorkommen. Denn wenn sich von diesen 
Tönen ihnen eigenlhumliche Zahlwcrtlic angeben lassen , so sind sie 
nicht blöij in ücm' Einbildung vorhandene (sogenannte papierne), sondern 
wirklioho, reelle. die Musik von diesen Tönen keinen Gebrauch 

macht, rührt nur (hiher,\dass sie sich auf 12 oder hüchstcns 1 i Tonarten 
beschränkt, die übrigen aber, wegen ihrer geringen Verscliiedenheil 
von jenen bräuehlichen und der Schwierigkeit des Spiels in ihnen auf 
den litölrunieuUia, welche eine feinere Unterscheidung der Töne gewfth- 
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rcn , unberücksichtigt lässt, Sie leugnet aber nicht and kann nicht leug- 
lu II (lass in der Consequenz ihres PrincipS doppelt und mehrfach er- 
höhte und erniedrigte Töne he,qen, denn sie kann nicht behaupten, dass 
z. B. Gis-diir, der auf F^, IHs-dm, der auf F** und O**, Des-moW, der 
auf Ges-moW, der auf //'' und E^^ fbhrt, unmögHchc Tonarten sind. 
Diese ungebraucht liegen bleibenden Tdne werdeii dem System, in wel- 
chem sie vorkommen , auf keine Weise zam Hinderaiss, wofern nur die 
Bestimmung der in Gebrauch kommenden musikalisch genügend er- 
scheint ' Man kann .sie, wo es nicht auf YolistSindigkeii der Uebersicht 
' ankommt, ganz^ttbeiigehen, zum System aber gehören sie, als Glieder 
des zom Grande liegenden Quinfencirkels, wesentlich. 

Was nim das vorliegende besondre System betriSI, so ist die Ab- 
wSchang von der Reinheit: für die' Quinte = 0,00434 = g. g. T.; 

ftof die aufwärts schwebende grosse Terz = 0,00065 = g. g. T.; 

für die abwärts schwel t de kleine Terz — 0,00496 = g. g. T.; 

für die abwärts schwebende gr. Secunde = 0,00864 = g. g. T.; 

Air die abwflris schwebende gr. Septime =s 0,00366 = g. g. T. 
Bs ist hier also die gr. Terz und Id. Sexte so gut als vOUtg rein, die 
übrigen scalenbildenden Tone aber wmchen von der Reinheit noch we- 
niger ab als in dem System des vorigen Die grossere Stufe der Ton- 
leiter wird hier = ~ , die kleinere = ^ , also = der grösseren. 
Hierdurch wird die Stufenfolge der Durscala 

5, 5, 3, ö, l) , >), 3 

und nähert sich somit mehr der der gewöhnlichen Temperatur. I)i(! In- 
tervalle zwischen C" and D\ /^.uod n. s. w. betragen hier ^ = 0, 0 3i)täl6 

oder g. g. T., sind also bedeutend kleiner als im vorigen System. 
Endlich sind auch die Abweichungen von der gewöhnlichen Temperatur 
geringer als dort; denn diese betrogen; fHkr nur ftlr JD" noch -^i Air 
F* noch fUr noch ^ g. g. T. Dieses Tonsystem erscheint also 
. in jeder Hinsicht vollkommener als das im vorigen § eatwickelt<». 
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8 47. 

Das temperiiie QniDtenintervan 9 = || = 0,5S1 40 endlich giebt 
folgendes Tonsystem: 
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In .diesem System ist die Abweichung von der Reinheit: fUr die 
Quinte ^ 0,00356 = ^y;? g. g. T.; lUr dieaufwätte schwebende grosse 
Terz = 0,00365 = -^1^ g. g. T. ; für die abwarte schwebende kleine 
Terz = 0,00722 r= 5 g. g. T. ; für die abwörts schwebende gr. Se- 
cunde = 0,0071 4 = g. g. T. ; fm die aufwärts schwebende gr.Sep- 
time = 0,00009 == g. g. T. Quinte, Quarte, gr. Terz und Id. Sexte 
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weicbeu also hier von der Reinheit fast gleich und halb so viel ab, als 
kl. Terz, gr. Sexte, «r. Sccunde nnd kl. Sepfime, deren Abweichun- 
gen ebenfalls fast liloicli siiul. Die Gro.^^so aller dieser Abweichungen ist 
so gering, dass sie für völlig unmerklich gellen können; die gr. Septime 
aber ist so gat als YOllkommen rein. Die grössere Stufe der Tonleiter ist 

7 4 4 

in diesem System =43. die kleinere = ^, also = y der grösseren. 
Demnach ist hier die Stufenfolge dn Ihir.sc nla : 

7, 7, 4. 7, 7. 7, 4, 
und nähert sich also der der gewöhnlichen Temperatur noch mehr als in 
dem System des vorigen §'s. Die Intervalle zwischen und D*, und 
u. 8. w. smd hier = = 0,08326 oder ^ g. g. T. Die Abweichung 

von der gewOhnUchen Temperator endlich betragt fUr nur noch 4^. , 

füi- noch g^, ftlr . . . ^ , ftlr . . . g. g. T. Nur die Icfztore also 
isl grosser als im vorigen System. Mit diesem verglichen, ersrh(>iiit dem- 
nach (lasSsslem, welches auf deii» Lirkel von i.} Qninlen beruht, in 
einzelnen Tönen zwar weniger, im Ganzen aber trleidi niiissiger rein, 
als das aus df^m (Kirkel von 31 Oiiinten l)cr\ ori,'ei)ende, insbesondere 
aber in Bezug auf die grössere liemlicit der Quinte und Quarte und das 
Verhältniss der beiden Tonstufea vollkommener als dieses letzlere. 

In Fu]go dieser stägenden Vollkommenheit der drei ansgelttbrien 
Systeme*) erhebt sich nun von selbst die Frage, ob nicht einlonsystero 

möglich ist, welches sich in Bezug anf die scalenbildenden Töne nnd 
ihre Intervalle der Reinheit mehr nähert als jedes andere. 

Es giebt in der lliat ein solches System, und wir können es ohne 
Schwierigkeit nadiw eisen. Du nämlich durch die grosse Seen nde, grosse 
Terz, Quinte, grosse Septime und kleine Terz oder grosse Sexte die 
übrigen scaieidjildendcn Töne gegeben sind, so wiid man nach der Me- 
thode der kleinsten Quadrate diejenigen Intervall werlhe dieser 
Töne, welche die grüsstmö;,diclie Annäherung der Gesammtheit dersel- 
ben an die reinen Intervalle darstellen, erhalten, wenn man das Quin- 
tcnintervall q so bestimmt, dass die Summe der Quadrate der Diilerenzeu 
zwischen den allgemeinen, von 9 abhängigen Ausdrucken der temperirten 

*) Zu itnen kOonle als viertes auch noch das aas 50 Quinleo gsdhit werden, wel* 
eiies f — H ~ 0,SS00a ^mb^ demnadi swiBohen deoSyatanao ans 19 und SlQuia- 
len tet 8«ma In der Hill» lisgt und danm dir Ausiahrimg nicht bedarf. 
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Intervalle jener fünf Töno wni den" gleichnaroigeD reinen latcrvallcn ein 
Minimom wird. Da nun das temperirtc Intervall der grossen Secunde 
s= äj-r- 4, das der grossen Terz ig — 2, das der Qainte — das 
der grossen Sexte = 3^ — 4, das der grossen Septime = — 2 war 
(§39), so Tordert die angegebene Bedingung, wenn wir die 'reinen 
Intervalle der genannten Töne der Beihe nach durch e, A be- 
zeichnen, dass die Summe 
(rf— 2? +1)* + (a— 4^+2y .+ ö^-,)» + («-3^+4)» + 

ein Minimum sey. Dieser Forderaag wird GnOge geleistet,. wenn. m 
den DifTerential^aotienten dieser Sooune 'in Bezug, auf die Verllnderliche 
q ^eich Noll setzen.' Hieraus ergiebt sich 

q = ~ ö 

Setzt man nun fUr die Intervalle d, a, , a, 4 ihre logaritbmischen Aus- 

drücke , so erhalt man nach einigeD 

Reductioneu 

" SA. log i * 

woraus sich ergiebt 

9 = 0,5810544, 

was der gesuchte Werth des temperirten Quinteninlervalls ist. Offenbar 
können nun die den beiden in den ^ 46 und 47 entwickelten Tonsyste- 
^ men zum Grunde liegenden Werthe 9 = = 0,58065 und 9 = ff 
= 0,58140 als Annäherungen an den so eben gefundenen WerUi von q 
angesehen werden. Die scharfslen N{Uicriini;s\vorllie in den kleinstinög- 
lichen Zalilcu aber erhalt man durch Verwaudiuug des gefundenen VVerths 
von q in deu KcUenbruch 

0,6810544 =7^^ 

HM 

a+i 

*+< 

<+J 

«+J 

• +i 

4+1 

a+1 

»+1 

4 

aus dem wir, wenn wir uns auf diejenigen Naherungswerthe beschrttn» 
ken, die aus ein- oder zweiziffrigen Zahlen bestehen, erhallen 
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i * 8 » 7 » IS • «4 » 74 » 

SO dass also unter diesen Brachen || = 0,58108 dem genauen Werthe 
der gefundenen temperirUm Quinte am nfldisten kommt. 

§49. 

Aus diesem Wcrllic von 7 orfjicbt sich nun oin Tonsysleni, welches 
wir als das der möglich reinsten gleich schwebenden Tempe- 
ratur worden bezeichnen dürfen. Wir bcgnüi,'en uns, dasselbe bis zu 
den (lüp[i( It erhöhten und erniedrigten Ihuijtltonen und denjenigen drei- 
fach erniedrigten, weiche einige von ihnen zur OcUive ergUnzeu, durzu- 
stcllen und den scharlea Beslnnniungen der Intervalle die geottherlea, 
durch 748(el ausgedruckt, in Klammern beizufügen. 
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Die AI)\voicluingen von der Ucinhcil sind nun hier: für die Quinte 
0,00391 J ^ g. g. T.; fllr die grosse Terz 0,ÜOii9 ^ 

g. g. T. ; für die kleine Terz = 0,00649 = g. g. T.; iUr die grosse 

Secunde ^ 0,00782 = ~ g. g. T.; Air die grosse Septime =0,00162 

= rol f — Gegen das System aus 43 Quinten gehalten ist also 

hier die Reinheit der Quiuie , grossen Secnnde und grossfti Sqplime 
etwas geringer, die der beiden Torzen jedoch grösser. Dass aber dieses 
Systen» in der Totalität der scalenbildcnden l önc reiner ist als jedes der 
zuvor dargestellten, erhellt deuLlicli, wenn man die Simuiic der Quailnito 
der (theils positiven, theils negiUiven) Abweichungen, welche hier aul* 
ein Minimum gebracht ist, sowolil f'iir dieses System als ftlr die andern 
wirklich berechnet. Es ergiebl sich dann : 

für f — 0,58106 die Siunino der Quadrate der Abweichangen — 0,0001115; 

— 0,5SU0 — Jj n „ „ », « —0,0001190; 

7 0,58066 --^ „ „ „ „ ,. «0,0001315; 

„ 9 = 0,61895 «=» „ „ „ „ „ „ ^ 0,0003659; 

„ 9 »0,58333 »^ „ „ „ „ „ „ —0,0004089. 

Diese Uebersicht weist also die steigende Reinbeit der entwickelten 
Tonsystemo von dem der gewöhnlichen Temperatur aus bis tu dem der 
möglich reinsten nach. Es kann an der letzteren auch nicht fUr einen 
gewichtigen Tadel gellen, dass die Quinte weniger rein ist als die grosse 
Terz und grosse Septime ; denn das Ohr empfindet eine Abweichung um 
^ des ganzen Tons fast so wenig als die um ^ und — Die grOs- 

sere Stufe dieses Systems ist sehr nahe — die kleinere = ^ der 

Octave, also = ^ der grös << rf n . daher die Stufenfolge der Dorscala 

12, 12, 7, 4i, 12, 12, 7, 
die sich der der gewöhnlichen Temperatur mehr nähert als alle vorigen. 
— Die Intervalle zwischen (? und , und E'' u. s. w. sind hier 
= 0,02735 = ^ g' g. T., also grösser als in den Systemen aus 31 und 
43 Quinten. Die Abweichung von der gewöhnlichen Temperatur end- 
lich betragt fUr C»... ^ g. g. T., Ihr Lß... ^ g. g. T., für F».. . 

g. g. T., ftlr G*... g^, ist also fiir die drei ersten von diesen Tönen 
etwas grösser, für den letzten aber geringer als im System aus 43 Quinten. 
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gso. 

EiiUlH min dieses letzte unter den vier dargelegten Toosyslemen, 
welche etliOhte and erniedrigte Töne unterscheiden, die musikalische 
Forderung möglichst reiner Scalen in allen Tonarten so vollsUndig, als 
es der Natur der Sache nach überhaupt m<}glich ist, so steht doch seiner 
Anwendbarkeit in der Musik ein Bedenken entgegen, das zugleich die 
drei anderen Temperaturen derselben Art trifit, auf das aber, obgleich 
diese letztgcoannlen nicht neu sind,^ die theoretischen Schriften Uber 
MusOc, so weit sie uns bekannt wurden, nicht aufmerksam inacheu. In allen 
diesen Tonsysteraen nämlich liegt, eben so wie in der oben g29f.) er- 
wähnten und beurtheilten akustischen Tontabelle , 0* tiefer als D\ 
tiefer als E*, F* tiefer als G* u, s. f. Diese Lage wird auch in den Schrif- 
Icu über Coniposition.slolit e, sofern ^^c überhaupt des iLraiizen Unlcr.'^cliio- 
des gedenken, als die riclitif^'o anerkannt.**) Gcg« u tliesc Angabe liat 
Herbart in einer Abhandlung ,,über die Tonlehre"***) folgenden 
Einwand gemacht: »»Wir stellcu -•— sagt er — in Abnuln, was die 
physikalischen Schriften von der sogenannten enharmonisf lien Tonfolge 
zu sagen pflegen. Nacli ihnen sollen die Töne so auf einander folgen; 
c, eis, des, ä, dis, es, c u. s. w., anstatt dass sie folgen müssen: c, deg^ 
ci»t d, ev, disj e u.s. w. ForLschreitungen wie dieso 

d, e\ (P*, e 

h l h h 

f f f e 

B A A & 

sind in der Musik nicht selten. Nun weiss Jedermann, dass die falsche 
Quinte e$ im Sext-Quinten<^Accorde sich unterwärts auflösen muss, hin- 
gegen dSi nach Oben zu a hinstrebt. Wenn also ein Violinspieler oder 



*) Es hat z. B. das aus 43 Quinten ontstohcinic srlion Sau vpur in den M'-m. de 
fAcad. de Pom, 1701, angegeben |vf;l. Opell über die Nalur der Musik S. 39); «i.i!; au» 
31 Quinten Gaiia (s. Delezenne in dem Heeeuti des travaux de la societe des saetices 
de LiUt, i9%1,p.tO). 

**i So sagt z.B. 6. Web er (TiMom der TonMi^nst Bd. I. S.3S. t.Aufl.): die 
Tute swiflcben C und wenn sie als Cti vorkonot, «oU eigeDlIich ntdil ganz so bodi 
klingen, wie wenn sie ab Des crsrlicint; Fi» nicht ganz ao btKÜt wie 6«, Et nldit ao 
lief wie Dis, Eis nicht ganz so hoch wie F u. s. w. 

Fsycbologiscbe Unlersacbungen, I, S. 101 (Werke, I, S. 960). 
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Snnger es spielt oder stugt, so treibt ihn sein Gefbbl nach Unten (? soll 
wol luMHsen Obenl ; soll er nun es in dis verwandeln, so bekommt er 
einen Imj>uls nach Oben, hi Folge dieses hnj»uls(\s muss er den Ton es 
nicht erniodriiron denn es wird ihm verboten, nach Unten sich zu wen- 
den), sondern ihn erhoben, denn nach Oben hin wird er getriel)en in 
demselben Augenblick, wo ihm voi^;« In i( ben ist. dis anstatt es zu 
denken und zu spielen. Dagegen loi derl jene physikalische L« hrp \qü. 
ihm, er solle rückwärts nach Unten gehen, in demselben Augenblick, 
wo er einen Autrieb aufvvJirts bekoniintc u. s. w.*) In der That kommt 
der hier bezeichnete Fall bei Modulationen durch enhannonische Ver- 
wechselung sehr häufig vor. Wenn auf dem TasteoiDStruinent diese Ver- 
wechselung nur eine Vertauscbung des Namens eines und desselben 
wiederholten Tons ist, so gewinnt sie auf dem Streich fn>trumenl die 
Bedeutung eines vennitteloden Uebergangs zum nächstfolgenden höhe- 
ren oder tieferen Tone, die aber nur möglich ist, wenn die erniedrigten 
T(fne tiefer liegen als die ihnen nächsten erhöhten. Wir sind hierin über- 
dies durch die Versicherung tüchtiger Musiker bestätigt worden , dass 
der Violinist nicht blos gelegentlich, sondern stets Cw höher als Des, 
Di» hoher als Et n. s. w. greife. Wir können daher die entgegengesetzte 
Ansicht nur aus dem Respect vor der angeführten akustischen Tabelle 
erklllren, in der die Bestimmungen der erhöhten und erniedrigten TOne 
Ihr eben so sicher gehalten wurden, wie es die der HaupttOne sind. 
Vielleicht scheute man licfa auch vor der Folgerung, dass ja dann die 
Qbenn&ssige Prime hoher liege als die kleine Seeunde, die Obermassige 
Secnnde hoher als die kleine Terz u.s.w.; wovor man jedoch nicht 
zurückzuschrecken braucht, wenn man bedenkt, dass diese Benennungen 
von den reinen Tönen und Intervallen auf die temperirlen ubergegangen 
sind {vgl. §39), und es daher nicht zu verwundern ist, wenn ihr Wurt- 
sinn mit ihrer sachlichen Bedeutung nicht mehr ganz zusammenstimmt, 
obg;leich ihr Zusnmin nhang mit den nun lemperirten) iiaupUönen und 
deren Intervallen unverändert geblieben ist. 



•) Herbart, seihst sclion theoreliscJi und (trnklisdi mit der Musik vertraut, fand 
für diese Ansicht Beislimraung bei einem Manne vom Facli, seinem Freund Griepen» 
kerl io Brauuschweig. Dieser ist es, der (a. a. 0. S. an Ilerbart schreibt: Cis ist 
böher dsdsSf db hdber ab w «. t. w. Es gilt dies von jedem mftllig erboUteii und 
sulUlig eniiedriglen Tone, wenn beide auf dem davier dieaelbe Teste haben. 
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Ans (Ilm Tahollc a. K. von 31) geht hervor, dass die Dilferenzen 
oder Inler\ alle D" — 6^ E" P — E, F— £*, G" — F^ — G«, 

//* — ^^i*. c* — U* fUr jedo Art von gloichschwcbender Temporatur 
gleich, oarahch, wenn (j das Intervall der temperirten Quinte, =7 — 1 2g 
sind. Es sind daher diese Differenzen positiv, null oder negnliv . je 
nachdem q kleioer, gleich oder grösser als ^. Die gewöhnliche lem- 

pcnMur also, in der 9 =: ^ und und D^, Bß und & u. s. w. jsusam- 
menfollen, scheidet alle übrigen gleiohscbwebenden Temperaturen in 
zwei Classen, in deren einer 9 <^ und hoher als C^, £* höber 

als liegt u. s. \v., indess in der andern 7 > ^ ist und D* tiefer als 
(y. FJ' licfur als W liegt 11. s. f. Die in den vorgehenden v^,^ angegebenen 
vier Temperaturen gehöirn sünimllirii in ilic ctsle Ciasso. Wir haben 
uns also jetzt nacli Temperaturen der zweiten ("lasse unr/iitlmii, in de- 
nen, wenn die Quinte ahwürts schweben äuH, y> Ü.Ö.S'^.ii und 0,58496 
scyn innss. Dass hierbei die Intervalle der grossen Seciinde , 2<7 — 1, 
der grossen Terz. \q — 2, grossen Sexte, — 1, und grossen Sep- 
time 'Sq — 2 nothw endig giössei- luid, was hieraus unmittelbar folgt, die 
der kleinen Secundo, kleinen Terz, Quarte, kleinen Sexte und kleinen 
Septime kleiner als in der gewöhnlichen Temperatur werden müssen, 
leuchtet von selbst ein. Es folgt daraus aber, wie sich sogleich zeigen 
wird, nicht, dass deshalb alle diese Intervalle sich durch die Erhöhung 
der Quinte mehr von der Reinheit entfernen mUssten , als es in der ge- 
wöhnlichen Temperatur geschieht. Man hat sich (dterhaupt des Vomr- 
Iheils zu entschlagen, als ob diese Temperatur die vollkommenste 
wäre, da. sie es in der That nnr für die Tasteninslnunenle ist, die auf 
zwölf Töne beschrankt sind , im Uebrigen ihr aber nur die Bedeütung 
der mittleren gleichschwebenden Temperatuc zwischen den angeführ- 
ten zwei Classen zukommt, von denen die zweite näher zu lintersuchende 
jedenfalls noch reifere Quinten und Quarten bat, bn Uebrigen aber si^hon 
(§ 40) gezeigt worden ist/ dass diese mittlere Temperatur in der Ge- 
sammtheit ihrer Bestimmongen den Temperataren der ersten' Giftsse an 
Reinheit nachsteht. 

tMuaM. d. R. a. fi«. d. WiiwMdi. IV. ' 6 
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VoD den in ^14 ausgezeichneten Quintcncirkcin iist eigentlich nur 
einer vorhanden, der eine Temperatur der zvvoifon Classe giebl, nUm- 
lieh der, dessen Quinte = Da jedoch der Werth ^ — — sich in der 
Reihe der schttrfslen Nüherungswerthe der reinen Quinte befindet und 
seine Schwebang aufwärts sehr klein ist (vgl. § 43}» so sieht er so dicht 
an der obem Grenze der Classe, dass er wohl mit berttcksichligt zu 
werden veidient. Dieser Quintenwerth giebt non folgendes Tonsyslem: 
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Die AbweichuDgen von der Reinheit sind hier : tor die Quinte 
= 0,00044 = g. T. (genauer nach § 43 nur ; für die grosse 

* Terz=0,04953 = g^g. T.; ftlr die ic1eineTere = 0,04 913 = g. t.; 

für die Errosse Sccuiitle — 0,0ÜÜ8Ü — g. T.; für die grosse Septime 

= 0,01994 — ^ g. T. Quinte, Quarte, grosse Secunde und kleine 
Septime sind also so gut als völlig rein; dagegen weichen die beiden 
Terzen, die grosse Septime und kleine Secunde beträchtlicher von der 
Reinheil ab, als nacli den gewöhnlichen Ansichten zulässig scheint. Be- 
wahrte Theoretiker, wie Marpurg u. A., geben nämlich an, dass die 
grosse Terz um nicht mehr als höchstens ^ der kleinen Piesis« die kleine 

Terz um nicht mehr als ^ des Drittheilstons abwfirts schweben dttrfe. 
Es ist nicht wahrscheinlich, dass diese Vorschrift auf Versuchen beruht; 
denn es hatte dann bemerklich werden müssen, dass beide Bestimmungea 
völlig gleich sind, da aus den IniervallgrOssen der kleinen Diesis 
— 0,03422 (§ i 8) und des Drittheilstons = 0,0521 4^49) sofort sich 
ergiebt, dass ^ der crsteren gleich ^ der zweiten, nUmlich — 0,01629 

d. i. = ^ g. T. ist. Angenommen jedoch diese Vürsclirift sey in ihrer 
ganzen Bestimmtheit begründet, so bezieht sie sich , w ie ilie bisher i^cn 
llntersuclningcn über Teiuperaliir ulxTiuiiipt , vorzugsweise auf die 
Stiiiinuing der Tasten- und eines Theils der Blasinstrumente. Wo nun, 
wie da, erhöhte und erniedrigte Töne zusammenfailcn , ist es wohl be~ 
greiflich, dass der- Zwischenraum z^^ i<( li^n der aufwärts schwebenden 
grossen und der abwürts schwebenden kleinen Terz nicht so gross seyn 
darf, als da, wo zwei Mtltellöne Platz ßnden. Wenn ferner an der Kira- 
beigerschen Temperatur getadelt worden ist, dass in einigen Tonarten 
die grossen Terzen um ein syiitonisches Komma = ^ g. T. höher sind 
als die roinen, so ist auch dies ein andres VerhSÜlniss als im vorliegen- 
den Falle. Denn da auf einem nach dieser Temperatur gestimmten In- 
strument (eine Stimmung, die vor Scheibler*s Stimmmethode gar nicht 
genau ausführbar war) das Ohr bei jeder Ausweichung aus einer reineren 
Tonart in eine unreinere oder umgekehrt aus dieser in jene reinere 
Terzen mit nnreineron unmittelbar zu vergleichen Gelegenheit hat, so 
muss dana ohofehlbar ein weit grellerer Eindruck entstehen, als wo in 
allen Tonarten alle grossen Terzen und ebenso alle übrigen gleich- 
namigen Intervalle gleichviel sich von der Reinheit entfernen; daher wird 
hier selbst eine grössere Abweichung keine auffollende Wirkung hervor- 
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bringeo. Es ist überhaupt zo beachteo, dass unsre moderne Musik uns 
nur (emperirle Ton« und Intervalle horen lasst und hieraus ohne Zweifel 
eine gewisse^ewöhnnng entsteht. Diese schwächt nun zwar nicht oder 
verdirbt gar die EoipßlDglicbkeit für die reinen Consonanzen und Ac- 
corde; dass aber der, welcher solche Reinheit hort, wie Scheibler*) 
sagt, sein.»frohc8 Erstaunen ober diese wobllhuende Reinheit ausspricht*, 
verraih sehr deutlich , wie wenig win sie zu hören gewohnt sind und 

— nach der Natur unsrer heutigen Musik — sie hOren können. Es 
ist daher mindestens eben so wichtig die grössten Abweichungen 
des vorliegenden Sysietns von der gewöhnlichen oder mittleren 
Temperalur'zu untersuchen als die von der Reinheit. Sie sind 

folgende : für die Quinte = 0,00204 = ~ g. T. ; fiii die grosse Terz 

= 0,00813 = g. T.; für die kleine Terz = 0,00640 =55^ g. T.; 

fUr die grosse Secunde = 0,01 594 = g. T. ; fbr die grosse Septime 

= 0,01 01 6 = ~. Diese Abweichungen sind also , mit Ausnahme der 

grossen Secunde, kleiner als die, um welche die gewöhnliche Temperatur 
in den Terzen von der HL inlieit sirh onlfemt. Für €* beiragt der Unter- 
schied 0,01423 = g. T., für W ist er = 0.01829 = p g. T., 
für = 0.01 2Ä0 = ^ g. T.. filr fi» = 0,01 626 = g. T. Diese 

Abweichungen sind also grösser als di.e vorigen. Bs ist aber auch be- 
kannt, dass 'der Violhust beim Zusammenspiel mit dem Pianoforle die 
eriiöhten nnd erniedrigten Töne weniger scharf zu nehmen pflegt , ^Is 
er sonst gewohnt ist, sondern sich der Temperatur des Pianoforte an- 
bequemt. — Die grössere' Stufe dieses Systems ist = ^, die kleinere 

— ^, also = Y der grösseren ; die Durseala hat demnach dieselbe Form 
wie in dem f^ysfcm ans 43 Quinten ^ 47). Die Grösse der Intervalle 
zwischen und C\ und u. & w. ist hier = ^.der Octave oder 
y der grossen Secunde , vvas zugleich sehr nahe = ^^.7, isU 

* 

§ ö3. - 

Was endlich die temperirte Quinte betrilR, deren Intervall 9 = || 
ist, so führt sie auf folgendes Tonsystem: 

Ddier mallMiiiatiRebe Stimmung^ TemiMratar und Oi«eliliiiimiiiig^ S. SS. 
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C = \ :^ 1,00000 

=.^ = 0,98H3 
G«» = ««* =^ = 0.96226 
A««- = 15 = 0.94340 

99 



= g = 0,92453 
H ~ 0,90566 
= i! = 0,88679 
C>* Jl = 0,86792 

BS 



A» 
= ifi« 

am 

A 



; g == 0,84906 

; ♦*= 0.83019 

65 

« = 0,81132 
g = 0,79246 
*J = 0,77358 
:*|=^ 0,75472 
= » = 0,73585 
Ä<*» = c* 0.71698 
jw =?Z — 0,69811 
C» _z ^« 0,67924 

3.1 

A* = " =^ 0,66038 
55 

IP* =:'^ = 0.641 51 
jgM = c^ =" = 0.62264 



DM 



58 

=^ 0,00377 

53 ' 

G ={i = 0,58491 
A** = g = 0,56504 
Ä«* = g = 0.54717 

53 



98 

53 
87 



0.52830 



/r» = |Z = 0,50943 

Dieses System liai w osoiitlich denselben Charakter wie das voriget 
nur naliert es sich melir »owohl Uci Reinheit als der mittleren Tempe- 
ratur. Die Ab weich iingpn von der Rcinhoil sind nämlich: für die jetset" 
abwärts schwebende (iuiale 0,00006 ^ g. T.; für die grosse 
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Terz = 0,0 1 769 = jj. T. ; für die kleine Terz - - 0,0 1 775 = ^ g. T. ; 

für die g;rosse Seciuide = 0,0001 \ = g. T. ; Air die grosse Septime 

= 0,01764 = A S* Quiote, Quarte, grosse Secunde und kleine 
Septime sind also als völlig rein zu betrachten, Terzen und Sexten, sowie 
die Ideine Secunde und grosse Septime weichen om etwas weniger als 
das syntonische Komma ab. Die Abweichungen von der gewöhnlichen 
oder mittleren Temperatur sind : flir die Quinte = 0,004 57 = ^ ^ T. ; 

filr die grosse Terz — 0,00629 = ^ g. T.; fUr die kleine Terz 

= 0.00472 — 3^ g. T.; Air die gr. Secunde = ^ g. T. ; Air die grosse 

Septime = ^ g. T., also sttmmtlich unmerklich klein. For O betragt 

der Unterschied von der mittleren Temperatur 0,01101 = - g. T.; 

für D* ... 0.01414 = 1^ g. T.; für F* ... 0,00943 = ^ g. T.; Air 

(?»... 0,01257 ~ g. T. ; der Unlerscliied ist also für alle diese Töne 
sehr gering und fast unmerklich. — Sehr kurz hisst sich die Lage der 
einfoch erhöhten und erniedrigten Töne durch die Bemerkung angeben, 
dass die erniedrigten Töne D*. £^ P. A^, fast 
genau mit ihren Beatimmungen nach der Kirnbergerschen 
Temperatur zusammenfallen, die ihnen (§32) nttchathe* 
nachbarten erhöhten aber sttmmtlich um y g. T. (das Komma 
der Alten) höher liegen. 

Die grössere Stufe dieses Systems isl — die kleinere - also 

= y der grosseren , folglich ziemlich nahe = -j-. Die Stufenfolge der 
Durscala isl also iiier 

9, 9, ö, 9, 9, 9, o, 
und nähert sich demnach der Sairenfolge der mittleren mehr als die 
aller anderen im Vorigen dargelegten Temperaturen. 

Endlich verdient noch bemerkt zu werden, dass dieses Tonsystem 
(und mit weniger Schttrfe auch das vorige aus 41 Quinten) in der 
Tonfolge 

C, D, f», F. e, Ä**, e». e 

mit unmcrkijarcii AI) weichungen die reine C-durscala, 
und eben so iu der Tonfuigc 

die absteigende r^tiie C-molIscala darstellt. Es besitzt 
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aber diese genaberten reinen Scalen auch in jeder andern Tonart. Denn 
da, um bei der Durscala stehen zu bleiben, diese durch die Intervalle 

53' 58' 68' 53' 63' 53' 

bezeichnet ist, so braucht man nur diese Werlhc zu dem Intcrvallwerth 
des zum Grundton angenommenen Tons zu addiieii , um die Intervalle 
zu eijialten. welche die fllr diesen Grundion die Durscala bildenden 
Töne mit C haben, and daraite diese selbst nach der Tabelle zu finden. 
Sey z. B. > der Grandton. dessen Intervall = JJ, so sind die Tön© der 
f^urscala bestimmt dwch die Intei va!lc 

«8 M 30 85 U 5t 64 W 
M' fti' 58' 5»' M' 5"' 58 • 

denen die Töne . ... . . . 

F, A**, A». Jl». d". 

entsprechen, welche also die nahe reine &-darscaIa darsleUen, 

§54. 

Es bleibt jetzt noch zu untersuchen übrig, ob es nicht vidleicht 
noch ein andres Tonsystem ^iobt, welches bei derselben enharmonlschen 
Tonfotge sich der Reinheit und der mittleren Temperatur noch mehr 
nähert. Dass die in ^ 43 izefundenen NaherungSNvcilhe der Qumte 
iI2 — 0 5849673. JS = 0,5849624 u.s. f.. welche auf ^ = 0,58 490 57 
rolsen, die Haoptinterwlle mdit reiner geben können als ? = h geni 
«rftotdaraos hervor, d.« »e ri. dieser Werth sind, also m 

de«Aa«lmcl«m»,-^1.»«-<. 5? - 2 der Intervalle der 

grossen Secwide. Sexte. Ter» ood Septime sobstitairl, noihwendig stär- 
ker abvveichende Wertbe geben mttssen. Da n»> in den, Vongen er- 
wiesen ist, d»» e. keinen CiAel von weniger al. 63 Qninlen g>ebl. der 
bei gleicher enhannoni«cber Tontolge wie dieser, sich der Reinheit 
„u ln „al,c, u. , so kann nar ein Cirkel, dessen Qaintensahl «wischen 63 nnd 
306 oder 306 und 665 u. s. f. liegt, grössere Reinheit gewAren, die 
Grti«e seines Qciintenintervalls aber wild iwischen den Grenzenp nnd 
1 enü.alten seyo müssen. Soleher Cirkel giebl e. nnn in 
zahli^ viele, nber es lasst sich zeigen, dass bei merklicher Zn- 
nahme der Reinheit des Systems die Unlerscheidbarkeit 
der erhöh lea ione von den erniedrigten in 
Masse sich vermindert. Wir können narolich nadl d« »emhe* 
der grossen Terz die Reinheit des Sisteros bcurtheilen, da ihr Intervau 
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« 

von dem Vierfochen der temperirten Quote abbaogt, iode&s in der 
grossen Sexle nur das Dreifache, in der grossen Secunde nur das Dop- 
pelte, in der grossen Septime aber zwar das Fttnffoche der temperirten 
Quinte vockommt, diese aber eine stärkere Abweichung vertragt als die 
grosse Terz, die nllchst der Quinte am reinsten seyn soll. Aendert sich 
nun 9 um ^i^, so ist die Aenderung des Intervalls der grossen Terz 
— iJq. Es ist aber nach der Tabelle a. E. des § 39 das Intervall 
zwischen und C*, & und D* n. s.* w. = i3lq — 7, daher ändert sich 
dieses gleichzeitig mit q um — 12^9; also ist die Abnahme dieses 
Intervalls dreimal so gross als die Annäbening des Intervalls der 
grossen Terz an das der mittleren temperirten , und somit die Zunahme 
ihrer Reinheil. 

Sey die Differenz von D* und C* d. i. li^ — 7 gleich ^ der grossen 
Secunde, also — ^^^> so folgt hieraus 

Setzt man nun successiv n = 4, 5, 6 15, so erhält man folgende 

Tabelle, in der u die Abweichung des Intervalls der grossen Terz von 
der Reinheit bezeichnet, und 1 2</ — 7 die DilFeren/ — D* sowohl in 
Theilen der temperirten grossen Secunde als des reinen ganzen Tods 
angiebl. 
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Hieraus erhellt nun , in Uebereinslimmung mit dem Yongcn , dasä 
die grosse Terz viel langsamer der ncinbeit sich nähert , als der Unter- 
schied der benachbarten eriiöbten und erniedrigten Töne <;i('h vermin- 
dert. Für ft = 13 ist dieser schon geringer als die Abweichung der 
gewöhnlichen temperirten kleinen Terz von der reinen, für ii = 15 
geringer als die Abweichung der gewöhnlichen temperirten grossen 
Terz. Man sieht hieraus, dass das Tonsystem von 53 Quinten mit der 
möglichsten Reinheit der grossen Terz noch hinlängliche Unterscheid- 
barkeit der erhöhten HaupttOne von den erniedrigten verbindet, dass 
aber , wenn dieser Untersdiied grösser als ^ S< genommen wird, 
consequenler Weise auch die grosse Terz weniger rein seyn muss. 

§ 55. 

Es könnte in Zweifel gezogen werden, ob so kleine Unterschiede 
wie ~ des ganzen Tons auf der Violine, bei der Kürze ihrer Saiten, 
sich mit Sicherheit greifen lassen. Um dies zu untersuchen, sind die 
Saitenlängen zu bestimmen, die den vorkommenden Tönen entsprechen. 
Sey die Lange einer yiolins;aite, vom Steg bis zum Sattel genommen, 
= /; die Lange, welche ihr zukommt, wenn sie einen Ton angiebt, der 
um das Intervall — « höher ist als der Ton der ganzen freischwingen- 
den^ Saite, = so ist, da sich die Saitenlangen der Töne umgekehrt 
wie ihi« SchwiDgongszablea verhalten, 

daher log -f = — [x — x)log 2 = — 0,30 1 03 . [x — x) . 

Setzt man nun für die Temperatur aus 53 Quinten x — ^ = 53. wo k 
die ganze positive Zahl ist, die in ödsteln der Octave die Grösse des 
Intervalls des Tons ausdrückt, dessen Saitenlange man sucht, so wird 

log f = ^ 0,0006798.x. 

Ebenso wird filr die Temperatur aus 41 Quinten, wenn man «' — ^ = xi 

log f = — 0,0073422 . A. 
Endlich giebt fUr die gcwuhniicbe mittlere Temperatur «' — ^ = ^ 

logf = — 0.0250838. 
Da auf der Violine die vier Saiten, wenn sie frei schwingen, die 

mm ^_ * 

Töne d, i, I angeben, so ist das Intervall x'-^xia. Bezug auf diese 
als Grnndlöne zu nehmen, also für g, in der Temperatur aus 53 Quinten 

zu setzen, a; = x — \ für ä, o; = ^; für e, a; = für 
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«' aber der Intervallwerib des Tons, dessen Sfutenlange bestimmt wer- 
den floll zu setzen, woraus sich dann i. ergicbt. Es wird also z* B. ftlr 
die TOoe a, i, Ä, x' resp. =: gji H zu setzen seyn, woraus ftlr 

alle vier folgt «' — « = i^, also 2 = 9. Hiemach sind nun in den fol* 
genden zwei Tabellen die Zahlen in den Golumnen log ~. log p^, log p , 

die, wie man von selbst sieht, sich auf die drei angeführten Tempera- 
turen bezicUcü, berechnet. Adtlirt iiuui zu dicscu Zalilcn log /, uuchdem 
/ durch wirkliche Messung bestimuil ist, so orgeben sich die Logarithmen 
von fjj, /'^, , d. i. die Logarithmen der den nebenstehenden Tönen 
entsprechenden SaiU nkmgeu und hieraus diese selbst. In den folgenden 
zwei Tabellen ist l — 329 Millimeter angenomuien. *) 





1 f SJ 

oir 


t ^'41 






g d ä e 


0,00000 


0,00000 


:mr 


•00 


329,"^ 


■00 


^itSS ^tttt ^j^^y 


— O.ÜU.jGS 


— 0,00/34 


324, 


73 


323, 


48 


• aJL ^£*ikh ^kk —kk 

A»* c** 9** 


— 0,01704 


— 0,0 1 KuS 


310, 


35 


318, 


07 


0* e* Ä* f 


— 0,üzi/z 


— 0,0zz03 


312, 


23 


312, 


73 


^ <i* ö* 


— 0,02840 


— 0,02937 


308, 


17 


307, 


49 




— 0,04544 


^ 0,04405 


296, 


32 


297, 


27 


a i Ä 


— 0»05412 


— 0,05140 


292. 


47 


292. 


13 


-^ami ^Ihi 

^y***^ 


— O.OS680 


— 0,05874 


288, 


67 


286, 


72 




— 0,06816 


— 0,06608 


281. 


22 


282, 


56 


h" J c g 


— 0,07384 


— 0,07342 


277, 


56 


277, 


64 


cfi ^ 


— 0,07952 


— 0,08070 


273, 


9Ö 


273, 


17 


^* 5^ 1* 


— 0.09C56 


— 0.09. ii;-) 


203, 


41 


204, 


09 


Ä r** 


— 0,10224 


— 0,10279 


2Ö9, 


99 


259, 


66 


^j^Ä ^H'H y^^Wt y «Jtt 


— 0J0792 


— 0,10913 


256, 


61 


255. 


90 


d*» ä** i** I" 


~ 0,119S8 


— 0,11748 


249, 


99 


251. 


60 




— 0,12496 


— 0.12482 


246. 


74 


246. 


82 


l.O /WH aeiiA ■mn 
w^ir jj^i" 


0,13064 


— 0,13216 


243. 


52 


242, 


68 


*»• 7** ^ 


~0.U199 


— 0,13950 


237, 


25 


238. 


61 


t/* ä* c* P 


— 0,14767 


— 0,14684 


234, 


16 


234, 


76 


(/^ (i^ 


— 0,15335 


— 0,15419 


231. 


12 


230, 


68 


*} Nach einer Mitlheilung von Herrn Dr med. V. 


C a r u s , 


dessen musikalische 



ErfabruDg mir, wie ich btermit dankbar anerkenne, bei der vorliegenden Arbeit ia 
OMlireren Punictea fitrdniidi war. 
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Hieraus ist nun ersichtlich, dass auch die kleiDsten raomlichen Ud" 
lerscfaiede, munllch die, welche ^ uDd auf der ^Saite, ^ und auf 
der ^-Saite, ifi und I* auf der ö-Saife und 5" und S * aaf der e-Saile 
entsprechen, fUr die Temperatur aus 53 Quinten immer noch 3 Milli- 
meter (i Lpz. Zoll), für die Temperatur aus 41 Quinten 4 Millimeter 
Zoll) Jbetragen, also immer noch eine merkliche Verrttckung des 
Fingers fordern; dass sich aber mit gleicher, ja zum Theil mit weil 
grosserer Sicherheit nicht nur alle doppelt erhöhten und erniedrigten 
Tüne, sondern SOgai die dreifachen t**, /**aut dem rfridbret vou 
ihren nächsten Nachbarn iinlei .scheiden lassen, aisu die Angabe eines 
Tonunterschieds von y g. T. keine pruklieichen Schwierigkeiten bat.*) 



*) b d«i -voratdieiMlm Tabenra iit auf di« yerachi«d«iilMit der Spoonang, 
welelia di« Saila ariaidat, ja nachdam aia nShar ibrar Mittet wo diaae ^Mniraog am 

KI :n;ton ist, oder näher am Stege niedergedrückt wird, keine Rücksidit genommen. 

WoUle n);ui jono Tabellen zu Versuclioii hpinitzen, sn niu«--'?" ihm^n, zumal für die 
grösseren Werlhe von t, norh eine kleine Corrcciion Ij i^i .' jpi v> i rtJcn, die indess auf 
die Differenzen der Saitcuiungcii bonacbbarter Tüne keineu Liniloi^ä hat>on wird. 
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Ob das Tonsystem aus 53 Quinten dasjenige ist, dessen sich der 
Violinist unbewusst bedient, Ittsst sich natürlich mit voller Gewtssheil 
o jMwi nicht bestimmen. Auch ist kaum anzunehmen, dass er dieses 
oder ein ihm nahe liegendes immer in aller Schttrfe einhaken werde, 
da der musikalische Yortrag bald zur Schaifung, bald zur Abstumprung 
der Intervalle treibt. Wie aber bei der BesUmmui^ des elliptischen 
Sphäroids des Erdkürpers die Au^be isl, die Gestalt der'idealen Ober- 
fläche zu bcölimmcu, die »ich zwischen den llölicu dci Gch'ui^c und den 
Tiefen des ^leeres mitten hiudujch/.ieiit, so kann es aich auch liier, bei 
Instrumenten, die eines so freien Ausdrucks der Empfindung fidiic; sind 
wie die Streichinstrumente, um nicbls Andr'cs luindeln. nls die midiere 
liühc der föne zu bestimmen, welche der Spieler durchsclinilllich 
beobachten mag. Es bedarf Übrigens kaum der Bemerkung, dass, wenn 
sich durch Versuche der mittlere Unterschied, den der Violinist oder 
Cellist zwischen und u. 6. w. einhält (das in § 54), mit zu- 
reichender Genauigkeit festsetzen lässt, dadurch die temperirte Quinte 
und mit dieser die Temperatur der Streichinstrumenle empirisch gege- 
ben ist. 

In dasjenige Gebiet aber, das der blossen mathematischen Be- 
Iruchtuug ziigiinglich ist, fallt noch eine Untersuchung, die als Gegen- 
stück zu der in is^ iH f. licführten angesehen werden kann. Es wurde 
nSmlich in § ö.3 bemerkf dass das Systoni ans '6'S yunilen neben der 
temperirten auch in gen iln rd n NVertiien die reine Dur- und .Mollscala 
enthalte. Man kann sitli nun ilie Aufgabe stellen: die Temperatur zu 
finden, in welcher die Tonfolgen C. D, F*, F, G, //**, c*, c und c, //*, 
C*, F, D*, Dt C in niogiieh grüsster Reinheit die aufsteigende C-dur- 
nnd absteigende C-mollscaia darstellen. Mit der Lösung dieser Aufgabe 
möge unsre Untersuchung geschlossen werden. 

§57. 

Es kommt auch hier, wie in § 48, nur auf die Tempcrirung von 
fünf Tönen , nnmlich D, F\ C, c' an, da C und e fest stehen und F 
durch G, ff* din eh D, durch durch //" gegeben ist. Nun ist, 

nach § 39 a. £. fur jede gleichschwebeude Temperatur das Intervall 
von 1) = % — -I. das von F*= 5 • 89, das von <? = ^, das von 
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Ä** = 6 — 9^, das von / =5 — 7^. Da mm diese Töne der Reibe 
nacli jetzt die grosse Secunde, Terz, Quinte, Sexte lAtd Septime mög- 
lichst rein darstellen sollen, so müss, wenn wieder d, e, g, a, h die reinen 
Intervalle derselben bezeicliiien, 

ein Minimum, mithin der Differentialquotient dieser Summe nach q null 
seyn. Hieraus folgt 

»i .f Id -t- g — 8g ~ lg — 7» , 

oder, wenn filr d,-g, u. s. w. ihre logaritbmischen. Werihe' gesetzt . 
werden, * , • 

log ( IUI ^'^ 

Es bedarf hier nicht der Umwandlung dieses Werths in einen Kel^ 
tenbrnch, nm einen ihm nahe gleichen gemeinen Bruch zu erhalten; 
denn die Tabelle in § 54 weist nach, dass ein solcher in grosser Schürfe 
~ ist. Substituirt man den genauen Werth in der obigen Quadrat- 
summe, so ergiebt sich die 

Summe der Quadrate der Abweichungen — 0,0000002760, * *) 

Worms erhellt, (hiss die Reinheit der durch diese Quinte bestimmten 
und durch die bezeichneten Töne des Systems aus 118 Quinten gebil- 
deten Scalen ungleich grosser ist als die, welche im System ans 74 
Quinten die gewOhnlicfaen scalenbildenden Tttee C, D, £ u. s* w.» c, &^ 
a* u. s. w. darstellen. Dies, so wie was das System sonst charakterisirt, 
wird deutlicher hervortreten, wenn wir dajiselbe bis zu den zweiten 
Erhöhungen und Bmiedrigungen und deren Bi^ganzungen zur Octave 
entwickeln. 

Wir erhalten dann nämlich fulgcudo iaijelle : 



'*} HU tOctoUigen Logarithmen bereduiet. 

**) Für daa System atu ft3 Quinten ist diese Summe — 0,0000938559. 
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c 

Am 
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= 0,98282 (; 




1I6> 

0,94101 (Jlg 
0,92383 (1^^,^ 
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0,88946 

=: 0,83047 (H^ 
= 0,84329 
= 0,77448 ri!,^^ 
= 0,75430 hl^^ 
= 0.73711 
= 0.67842 
= 0.66094 
- 0.64376 
= 0,60195 
= 0.58477 (ß 
= 0,56758 rl^ 
= 0,52577 (^^^ 
= 0.Ö0859 (^) 
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Die Abweicbangen von der Reinheit sind : • für die Quinte 
= 0,00049 = ^9^^ g T. ; fbr die grosse Terz = 0,04743 = ^-^ g. T. ; 

lur die kleine Terz ^ 0,01733 ^ g. T.; für die grosse Secunde 
= 0,00039 =xi^S- für die grosse Septime = 0.00039 = ~j g. T. 
Die Abweichungen von der mittleren Temperatur dagegen sind : für die 
Qointe = 0,001 33 = g.T.; fUr die grosse Terz = 0,00573 = ^ 
g. T.; für die kleine Ter« = 0.00430 = g. T. ; für die grosse Se- 
cunde = 0,00286 =^S' T.; (Up die grosse Septime = 0.06286=^^^ 
g. T.; sammtlich- unmeriflicli. Fttr & betragt die Abweichung von der 
mittleren Temperatur 0,04003 = j^; für Iß ... 0,04289 == j^-, g.T.; 

für Z^«... 0,00859 =|^S.T.; für 6» . . . 0,01 1 45 = |^g. T. Auch 
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diese Abweiehangeo sind also fiist iminerkbar. SUmmdiche einfoch er- 
niedrigte Tone aber liegen um 0,01719 = ^g. T. tiefer als ihre nächst- 

benachbarten erbülilen und fallen mit den gleichnamigen Tönen der 
Kii nborp;erschcn Temperatur noch i::rii;iLi« i /iusammcn, als die Töüq des 
Sysicnis ans o.i (juiiiUii, iia> wie man a\t'\ü, in jeder Hinsicht sich dem 
vorbegendeu sehr nahe anschhessl. Die c^r^^sserc Stufe des letzleren ist 
die kleinere also ^ der grösseren. Die btulenfolge der Dur^cala 
ist also hier 

SO, 20, 11, SO. 20. SO, 11. 

« 

Ohne zn behanpCen. dass dieses System dasjeni^ sey. dem sich 
die Musik der Streichinstnimente am meisten i^herte, da vielleidit der 
Unterschied zwischen C* nnd u. s. w. zu gering ist. besitzt es doch 
unter allen Systemen, die diese TOne in gehöriger enharmonischer Folge 
nnterscheiden, die grOsste theoretische Vollkommenheit, indem es 
in allen Tonarten neben den temperirten Scalen auch die reinen in der 
grOsstmuglichen Annäherung darstellt. 
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• . - I.ASHANG. 

CBER DIB BESTTkfÖGLICHE AKUSTISCHE BESTIMMUNG DEll[ 
ERHÖHTEN UND ERNIEDRIGTEN TONB. 



1 . Es ist oben (§' 2ß ff.) ausführlich gezeigt worden . dass es uii- 
mOgUch ist, für die einfach erhöhten und pmiodHirlcn TOne solche Bo- 
stimmuDgen zu finden, durcU welche sie, in Verbindung mit den 
akustisch reinen Hauptttfnen, fUr alle Tonarten reine Scalen geben. Man 
kann sich aber die Aufgabe stellen : bei festgehaltener Reinheit 
der Hauptttfne ihre einfachen Erhöhungen nnd Eraie- 
drignngen so zu bestimmen, dass jede Tonleiter, wie die 
reine, eine jStufenfolge darstellt, die aas drei grossen 
ganzen, zwei kleinen ganzen und zwei halben Ttfnen be- 
steht, von denen die letzteren in d^r Durscala die 3te 
und 7te, in der (absteigenden) MoUscala die 2te und äto 
Stelle einnehmen müssen. 

Bei der Lösung dieser Aufgabe kOonen wir, ohne der Scharfe der 
Resultate dds Mindeste zu entziehen , vorlüußg zur Abkürzung des Vei^ 
fehrens, wie «ich aus § 1 8 und § 53 eiigiebt, das Intervall des grossen 
ganzen Tons mit dem Grundton 2f — 1 = 9, das des kleineu ganzen 
Tons 1 — 2^ + I = 8, das des halben Tons 1 — q — I 5 setzen, 
wofern das Octavenhitervall — 53 angenommen wird. Alsdann sind, 
wie wir sogleich erläutern werden, flir die Tonarten der sieben Haupt- 
tone nach den Bedingungen def Aufgabe nur fuJgcude Stafenful^cQ 
möglich. 
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I. In Dur. 

C .DEFGAEe 
9' a 5 9 8 9 6 

GABcdtfg 
8 9 5 9 8 9 S 

D E f G A H d 

8 9 5 8 9 9 5 

9 '9 . &. 8 9 8 5 

E F* A ü c» d« 0 

9 8 6 9 9 8 5 

ü c* ^ ■ e f* ji* 0^ h 

9 8 5 9 8 9 5 

FGA^edef 

9 8 5 9 9 8 5 

U. laMolL 

A ' H c d 6 f g tt 
9 5 9 8 5 9 8 

E F» G A H c de 
9.5 8 9 5 9 8 

H (ß d e f* 9 ö * 

9 5 8 9 5 8 9 

D E F G A c d 

8 5 9 8 5 9 9 
G A W e d f g 

8 5 9 9 5 8 9 
CDE^FGA^We 

9 5 8 9 5 8 9 

F G A^ W € ^ ^ f 
9 5 8 9 5 9 8 

■ 

Um die Richtigkeil dieser JBestimaraiigea einzasehen, ist nar tiötfaig 
za benerkfiD, dass, da die Stelleii der beiden halben Töne ein (Ur aliemal 
fixirC sind, es nur auf die Bestimmung der SteUen der drei grossen und Uei- 

nen ganzen Töne ankommt. Diese sind aber theils durch die Intervalle der 
reinen HaupUöne immitteibar gegeben, theils ergeben sie sich suceessiv 

At t w a , i. IL S. Um. 4 WiMah. tV. 7 
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mit Nothwcndigkoit. In J?-moII z, B. simi die Stufen GA. AH. Ifr. cd. 
de aus der reinen 6'-durscala unmittelbar gegeben ; die Stufe F*G muss 
= 5 seyn, da in Moll auf diese Stelle ein halber Ton füllt. Da oun die 
Scala drei grosse und zwei kleine ganze Töne haben soll und die gege- 
benen Stufen schon zwei kleine ganze Töne enthalten, so muss die 
Stufe EF^ ein grosser ganzer Ton , also =: 9 seyn. In Zf-moU sind die 
Stufen de, ga, ah aus der reinen Durscala unmittelbar gegeben ^ die Stu- 
fen <i^d und f*g müssen halbe Töne seyn. die Stufe ep ist^ wie so eben 
gezeigt wurde» ein grosser ganzer Ton; es. muss daher, da die übrigen 
Stufen nur zwei grosse ganze Tdne enthalten, die Stufe U<^ den dritten 
grossen ganzen Ton = 9 darstellen. Auf diese Weise kann man^ sich 
leicht aberzeugen, dass in allen Tonarten der Hauptttfne die Stufenfolge 
keine andre seyn kann als die in den Vorstehenden tabellarischen Ueber- 
sichtfin angegebene. 

2. Aus den entwickelten Scalen ergeben sieh nun die Intervalle 
der in ihnen vorkommenden erhöhten und emiedripicn Töne mit C. 
Setzc'T> nUmlich statt der abgekürzten W<»rthn W, H, 5 ihre wahren, 
Slg _ 4 , 4 -,2«jf + /, \ — i und ebenso für 6\ A £, F. G, A, H ihre 
genauen Intervall werthe 0. Slg^l, <, 1 — q \ — f +1, ^-1-^. so erhält 
man folgende BestimmuDgen : 

In C-dar \Af*^g — (I — q — 4, daher 1«=- G — (I — y — /) ^ + / — I ; 
in l>-dttr ^ — «), dther C«=l> — • [i — q — e^^Zq^t — t-, 

in Ar-im p«*=a — (I — j — <), daher G»»^ — (I — 9 — «) ft; 
in Ä-dttr « — (< — « — 0» daher — (I — q — f)"~9 + 

io ^r-dur a« ib — (I — g ^ /), daher /»^B — (| — 4. IJ— |. 

In «-moll ist//*-- d — s {S7 = -f f — 8 (S? — ij 1 — t^; 

in C-moll ^ g — [iq — \] — (1 — 27 -f- 0 , daher £* — ^ |; 

in C-moll .1* = c — {27 — 1) — (• ~ 2? + 0 = < — ' ; 

inf-moll </* / — (i9 — 4} — (I — 27 -f- /; , daher I — 7 — I. 

Es ist aber wichtig, zu bemerken, dass dieselben Bestimmungen 
dieser Tone sich ergeben , wenn man die andern von den angeführten 
Tonarten, in denen sie vorkommen» zum Grunde legt, so dass hier nicht, 
wie in § 26 und 27, von einander verschiedene Bestimmungen erhalten 
werden. So ist z. B. in £-dnr jP = £ 4> 2} — 1 = 2g + I --^ 1, wie 
zuvor; in C-moll II* = c — (iry — 1 ) 2 — 2g, wie zuvor u. s. f. 

3. Auf dieselbe Weise findet man nun auch die Stufenfolgen ftir 
die Tonarten, deren Gruudtüae die eben bestimmlea erbuUteu und er- 
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niedrigteo TOne nnd, und aus ihnen die Inter?aUe von E* und J7^, G*, 
& and mit C. Diese Stufenfolgen sind nAmlich: 
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In Müll. 
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Aus Fis-dur ergiebt sich nun = F* — (1 — ? — I) = 3^ + 2/ — 2 ; 
aus Cif-dur J7» c= — (1 — 9 ^ i) = 4« + 21 — 2; aus B-moll 
G* = il» — (2g — I) — (I— :2g+,i) = 2 — «g — <; aus jFs-moll 
c*= s* — 2 (29 — 4) = 3 — 39 — I; endlich aus As-moU 
P =;= A» — (29 — 1 ) — (I — 29 + i) = 1 — 21. 

7» 
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4. Setzen wir nun in säromtlichen fUr die erhöhten und erniedrigten 
TOue gefundenen Ausdrucken dieZahlenwerthe von q und lein nnd fll^n 
die zugebürigen relativen Schwiogungszahlen bei« 90 erhallen mr, wenn 
wir noch, zur Yervollstlladigung der Uebersicbt, die bekannten Bestim- 
mungen derRauptttfne wiederholen, folgende Tabelle, in der, wie froher. 
X die Grosse des Intervalls, y die der rehitiven Schwingungszahl bezeichnet. 
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0 00000 

V 1 V V V V VF 
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Hiernach sind nun die Intervalle der nädistbenachbarten Töne 
i>* — C», F — E\ G' - F«. //* ^ A». c* — ff. c — //« einander 
gleich und betragen 0,01 629 des Octaveninlervalla oder^f^ g.T„ weniger 
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als das syntonische Komma. Hierzu gehört die re!. Schwingungszahl 
irv = = 1 104 1 35. Ebenso sind die iDtervalie £^ — 1^, P — 
A* — & unter sich gleich und beiragen 0,03421 0.i., nahe = -jg. T., 

die kleine Diesis. mit der rel. Sch\vingungs/;ilil ~ 1,02i00. 

5. Bildet miin nun aus den in der vorstehenden Tabelle enthal- 
tenen Werthen fur alle Tonarten die Scalen, so geben diese für die In- 
tervalle der ihnen zugehörigen Töne mit dem Gruodloa die in den fol- 
genden beiden Tabellen enthaltenen BesUmmungen « die sich auf das 
Oclavenintervall 1000 beziehen. 

I. Dur. 



Grundton 


r ^r. äccunde 


gr. Ten 


yuarto 


Quinle 




gr. Septime 


c 


170 


322 


415 


585 


737 


907 
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152 


322 


415 


585 


737 


907 


D 


132 


322 


415 


567 


737 


907 


A 


170 


:U0 


433 


585 


/ .).> 


907 
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170 


322 


415 


583 


755 


907 
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170 


322 


415 


585 


737 


907 




152 


322 


415 


585 


737 


907 


(? 


I5i 
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737 


907 
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907 
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907 
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737 


907 
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322 


415 


5 8 ö 


737 


907 




170 


322 


415 


58ö 


755 


907 


c* 


170 


340 


433 

II. Moll. 
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907 


Grandton \ gr. Steradt 
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6. Wie aus diesen Tabellen hervori^eht, geben die ihnen zum Grunde 
liegenden, in Nr. 4 angcgebonon Werltic eine ungleich rh weben d e 
oder richtif^er eine gemisc Ii te Temperatur, da immer mehrere Ton - 
arteo genau dieselben Intervallgrüssen gemein haben; — wenn anders 
im eigentlichen Sinne von einer Temperatur die Rede seyn kann, wo 
die Haupttöoe, fUr die allein sich absolute Wertlü^esUnuiiungen geben 
lassen, vollkominen rein bleiben. Das Intervall der grossen Septime ist 
hier das einzige, das in allen Tonarten vollkommen rein bleibt, alle 
llbrige scalenbildende Intervalle sind, je nach den Tonarten, bald rein, 
bald genau nm ein syntoniscfaes Komm^ zu gross oder zu klein. Es sind 
nllmlicfa 

I. die Durluuarten in 

C, H, /)* völlig rein. 

E, F, C unrein in der grossen Sexte, 
G, F*, A* unrein in der grossen Secunde, 

D, (?. unrein in der grossen Secunde und Quinte, 

A, <^ unrein in der grossen Terz, Quarte and grossen Sexte; 

II. die Molltonarten in 

// A«, C völlig rein, 

E, />^, F unrein in der kleinen Septime, 

G, F^, A'' unrein in der grossen Secunde und kleinen Terz, 
A, G*, unrein in der Quarte und kleinen Septime, 
(?^, D, & unrein in der grossen Secunde, kleinen Terz, Quinte und 
kleinen Sexte. 

Stellen wir diesen Er,qcbnissen die in § 30 aus den gewöhnlichen 
ukuslibcLcii Büsliuiuiungcu der eriiöliten und emiedrigteu ione gezo- 
genen Resultate gegenüber, so sind nach diesen 

I. die Durtooarten in 

C völh'g rein. 

A** unrein in der grossen Secunde, 
F unrein in der grossen Sexte, 
A, D'' unrein in der Quarte, 

I 

£, G, c* unrein in der grossen Secunde und grossen Septime, 
unrein in der Quarte und grossen Septime, 
unrein in der grossen Secunde und Quinte, 
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(y umvm in der '^v. Sccunde. Terz und izi. S( |)liiiie. 

fl* uoreia in der grossen Terz, Quarte und grossen Se\le, 

D, if, uoreia io der gr. Secunde, gr. Terz, Quinte und gr. Septime; 

II. die JMotltODarteo in 

C völlig rein, 

F unrein io der kleinen SepUme* 

A aorein in der Quarte und kleinen Septime, 

A* nnrein in der grossen Secunde und kleinen Septime, 
B, C", JS* unrein io der grossen Secunde und Quinte, 
G unrein in der grossen Secunde und kleinen Terz, 

unrein in der gr. Secunde, Quinte und kl. Septime, ') 
F* Jf* unrein in der Quarte, kl. Sexte und kl. Septime, 
D* unrein in der gr. Secunde, Quarte, kl. Sexte und kl. Septime, 
I) uurcm in der gr. Secunde, kl. Terz, Quiiile und kl. Sexte. 

Offenbar Mt hier die Vei^leicbung zum Vortheil der in Nr. 4 ge- 
gebenen Bestimmungen aus. Denn nach diesen sind in Dur 3 Tonarten 
völlig rein, 6 nur in Einem Intervall unrein, 3 in zweien , 3 in droien ; 
in Moll sind 3 Tonarten völlig rein, 3 nur in Einem Intervall unrein, 
6 in zweien, 3 in vieren. Dagegen ist nach den gewöhnlichen akusti- 
schen Bestimmungen in Dur nur Eine Tonart völlig rein. 4 .>ind unioin 
in nur Einem Intervall, 'i in zweien, 2 in dreien, 3 in vier Intervallen: 
iü Mull i>t Eine Tonart völlig rein, Eine unrein in nur Einem Inlt^rvall, 
8 in zweien. 3 in dreien und 2 in vier Intervallen. L'eberdies aber be- 
tragen bei unsern Werthen die Abweichungen von der Reinheit stets 
nur ein syntoniscbes Komma ^ g. T., indess sie bei den herkömm- 
lichen BeBlinmiungen bis auf ^ g. T. steigen. 

7. Untersuchen wir endlich noch die Formen, welche nach den 
gegebenen Be.stimmungcn der erhöhten und erniedrigten TOne den ver- 
schiedenen Tonarten in Bezug auf die Folge ihrer drei Stufen (die wir 
hierbei wieder durch die Zaiilcn 9, S, 5 darstellen können) zukommen, 
SO tiigiebt sich aus Nr. i und 3 unmittelbar folgende Zusammensteliung 
der Stufenfolgen: 



*) In Bezug anf CW-dur und ^f-llMdl wi nacUfiglidie BemMlniDg S. 110 xa 
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L Dur. 

9. 8, ö. 9, 8, 9. 5; 

9. 8. 5. 9, 9, 8, 5; 

8« 9» $1 9« 8, 9 f 5t 

8, 9. 5, 8, 9; 9. 5; 

9, -9, 5, 8, 9, 8, 5. 
U. Moll. . 

H 

C i 9, 5, 8, 9, ö, 8, 9; 

ii« 

E 



C 
H 
D' 
E 
F 
G* 
G \ 
F« 
A* 
D 



1 

Bß ) 



(8) 



(i) 



(») 



», 6, 8, 9, 5. H, -8; 



(«) 



•m 



f • J 8, 5, 9, 9, ö, 8, 9; 
0 

C» y 8, 5, 9. 8, 5, 9, 9; 



(9) 



C f 9, 5, 9. 8, S. 9, 8. 



.0«) 



Dl [ h ilbe Ton hat in allen Arten der beiden Tongesclilochter seine 
zwei unveriindi rliciien Strlh n so dass sich die Tonarten desselben Ge- 
^blechts nur durch die Ordnung, in welcl^ die drei grossen und zwei 



Digitized by Google 



üBBB HuniAUBCMB TonBSTimiiitG VRi» Tehpuatob, 105 

kleiDen ganzen Tone auf einander foJgeo, ontencheideo. Diese fUnf TOne 
lassen im AUgemeinen i 0 Versetenngen zu, nSmlich : 

1) 8 8 9 9 9 

2) 8 9 8 9 9 

3) 8 9 9 8 9 
4} 8 9 9 9 8 

6) 9 8 8 9 9 • 

6) 9 8 9 8 9 

7) 9 8 9 9 8 

8) 9 9 8 8 9 

9) 9 9 8 0 8 
10) 9 9 9 8 8 

Von diesen kommen in den i 0 angegebenen Formen der 30 Ton- 
arten nur folgende vor: die 2te in (4) und (9). die 3le in (3) und (8), 
die Cte in (1) und ((i) , die 7te in (2) und (7), die 9le in (5) und (10). 
Hieraus erhellt zugleich, dass die Dur-Tonarten (l), (ß), (3), (4), (5) sich 
der Reihe nach von den Moll-Tonarlen (6), (7). (8), (9), (10) nur durch 
die Stellung der halben Töne unterscheiden. Femer ist jeu bemerken, 
dass die Ordnung der ganzen TOne in (3) und (8) die umgekehrte von 
der in (2) und (7), eben so die Ordnung derselben In (5) und (10) die 
umgekehrte von der in (4) und (9) ist» die Ordnung der ganzen TOne in 
(I) und (6) aber sich durch die Unikebrang nicht Ändert Alle zur An- 
wendung kommende Stufenfolgen haben hinsichtlich der ganzen TOne 
das mit einander gemein, dass die zwei kleinen in keiner derselben un- 
mittelbar auf einander folgen. Das gemeinsame der aasgeschlossenen 
Stufenfolgen besteht aber darin , dass entweder die beiden kleinen oder 
die drei grossen sich unmittelbar an einander reihen. Die Ausschlies- 
sung dieser Stufenfolgen ist übrigens dadurch bedingt, dass die reine 
Scala weder drei auf einander folgende grosse, noch zwei auf einander 
folgende kleine TOoe bat. ^ 

8. Das Princip, aus wetehem diese Resultate hervorgehen, ist so 
einfach und rafipnal, dass es sich in theoretischer Hinsicht von selbst 
empfiehlt, und das dadurch erhaltene System von Tonbestimmongen 

kann als das vollkommenste angesehen werden , das aus untemperirten 
Haupttoaeii müghch ist. Dass die völlige Reinheit Von sechs Tonarlefi ;iur 
Kosten der übrigen erlangt wird, liegt in der Natur der Sache und kauu 
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nicht zum Tadel gereichen. Mao konale sich vielmehr vereucht finden, 
ia dieser Unreinheit den Schlüssel zur Erklärung des verschictJcnen 
Charakters der Tonarten za suchent die sich bei gieichschwebender 
Temperatur nicht dincli ihren Ban, 8ondem nur durch die höhere oder 
üefereLage aUer lonverfaaitoisse nnterscheideD,*) and somit das System 
dieser TonbestimmuDgen als die Norm aozosehen, der sich das Spiel 
der Slreichinstmmeote, weoo sie niciit mit lemperirlen lustramentea 
zusammenwirken, mdglicbst anzunihem habe od^ vielleicht wiriclich 
annähere. Diese Ansicht wurde sogar durch das, was Delezenne, 
wie im Eingänge znr vorstehenden Abhandlung bemerkt würde, aus 
seinen Vcrsnchen schliessen zu dürfen glaubt, wesentlich miterstOtzt 
werden. Indens steht auch hier mindestens der Einwand entgegen, dass 
nach den Bestnuinungen von Nr. 4 jeder erhöhte Ton tiefer liegt als der 
erniedrigte des nJicli>tli(>licren Haupllons, alM> di seTöne nicht diejcuige 
Lage haben , welche bei den Modulationen durch cuharmonischc Ver- 
wechselung nach § öO nothwendig scheint. Entweder also werden sie 
nach Umstanden bald in dieser bald in jener Lage gespielt, und daua 
ISsst sich Uber ihre Lage etwas Allgemeines nicht angeben, oder sie ha- 
ben eine ibsito Lage, und dann gilt auch fttr die Streichidstnunente eine 
gleichschwebende Temperatur. Selbst aber wenn ihr6 Lage veränder- 
lich wttre, wurden die in $46 bis 49 dargestellten Temperaturen eine 
gleichmassigere Rembeit aller Tonarten bewirken, als es die vor- 
stehenden Bestimmungen vermögen. Theoretisch genommen wäre zwar 
diese Reinheit nur eine genfiherte, aber für das Ohr (vorzüglich die in 
§ 49) so gut als vollkommen und jedenfalls vollkommener als sie der 
beste Spieler im Fluge des Vortrags mit Sicherheit hervorzubringen 
vermag. 

«) Dierbei verdient bmerkt zu werden, das« die Gleidiflelsaiis dar in Nr. S und 3 
gefiuideoea AuadrOeke IQr Bß vad und jI*, ... < j, die von C* ood II*, 

£* und F, und €^v. a. Hq Z t giebt, wOnm, WtOtt * ? ™ folgt, 

die Zusammenziehung der eriiShtea und eniiedrigten T9ae also auch hier anf die 
miniere gicicbscbwebende Tempmlur fBhrt. 
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II. ANHASa 

ÜBEU DIE NEWTON'SCUE ANALOGIE ZWISCHEN FARBEN- UND 

TONYEAUÄLTNISSEN. 

1. Newton glaubte durch Versudie gefunden za haben,*) dass, 
wenn man die LSnge des Rechleckes, welches das Farbenspectnim nach 

Abrecimung seiner j?oriindcton Enden darstellt , verdoppelt und die Ab- 
sliuide der iiusscrcn Grenze des ViolcK, der Grenzen zwischen Violcll und 
Indigo, Indigo und Blau, Rhui urul ( .1 iin, ürun und Gelb, Gt lh und Orange, 
Orange und Roth, cndlith der im. >< ren Grenze des Rolh von dem End- 
punkt der jene verdoppelte Luuge darstellenden Geraden misst, diese 
sich verhalten wie die Zahlen 

9 ' 6 * * * 9* 5 » 4«* « » 

d. i. resp. wie die SailenlHngen der Frime, grossen Seconde , kleinen 

Terz, Quarte, Quinte, erossen Sexte, kleinen Septime und Oclavc") 
Da sicli die Saitenlüugcn uuit^ekehrt wie die relativen Sciiwingungszah- 
Icn der Töne verhallen, so kann man auch sogen dass jene Abstlinde 
resp. den relativen Schwingungszahlen der Ortave, kleinen Septime, 
grossen Sexte, Quinte, Quarte, kleinen Terz, grossen Secuude, Prime, 
Dttmlich den Zahlen 

*» T* 1 ' s • s ' 8 * 

proportional sind. 



•) Optie. Lib. IL P. IL Prop. IIL Exper. VlI. 

•*) Miin Gndet nicht selten die Angabe, Newton liabe zwischen den Dimensionen 
der prisnialiscIuMi Farben im Spertnim und den Tönen der dialonisrhon Scala eine 
Analogie linden wollen. Dieser Ausdruck ist uictit genau, denn die obi^^c 1 uJgo stellt 
weder die Dur- oodi die IloUscal« dur. 
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Gegen diese Aniih^gie zwischen den prismatischen Farben und den 
bezeichneten Tönen die weder die Dur- norh ilic Mollscala voüsWndig 
geben, da grosse Terz, kleine Sexte und grus&e Septime iehlen) ist mit 
Grood eingewendet worden , dass sie schon deshalb nicht als allgemei- 
nes Naturgesetz gelten könne, weil die verhaltaissmässige Grösse der 
TheUe des prismatischen Farbenbildes von dem ejgeDtbümlicben Zer- 
streuongSTermOgen der Sabslanz des angewendeten Prisma's abhängig 
sey« die Dimensionsverhilltnisse des Speclrom sich daher gar nicht im 
Allgemeinen bestimmen lassen. Gleichwohl wird zugestanden, dass 
mehrere Anwendungen, die Newton yon dieser Analogie macht (indem 
er z. B. daraus eine Regel ableitet, nach welcher, wenn zwei prisma- 
tische Farben nacii Qualität und Quantität gegeben sind, die Qualität 
ihrer Mischungsfarbe besliimiu werden kann,*) desgleichen sie seiner 
Erklärung der farbiijen Ringe zum Grunde legt,**)) mit der Erfahrung 
übereinstimmende Resultate i^eLn n Wie ge2;nindct daher auch jener 
Einwand ist, so scheint doch die gcilachte Analogie mehr zu seyn als 
ein blosses Spiel der Phantasie, die den nüchternen Newton wohl eben 
so selten als den poetischen Kepler hüufig tauschte. 

S. Gerade diejenige Theorie des Uchtes, welche über die New- 
tonische endlich den Si^ davon getragen hat, die Undolationstheorie. 
bringt Farben und Töne in eine nähere Beziehung zn emander, indeoi 
sie für jene Mhnüche Ursachen nachweist wie für diese. Man kann daher 
die Bestimmungen der Undolationstheorie ttber die Vibrationszahlen der 
Lichtwellen , welche den sieben prismatischen Farben entsprechen, be- 
nutzen, um ganz einfach und ohne alle vorgefasste Meinung jcu prüfen, 
ob zwischen denselben ahnliche YcrhciltDisse statt finden wie zwischen 
den von New ton angegebenen lüuen. 

Caiicliy giebt***) folgende Tafel der Vibralionszahlea der prisma- 
tischen Farben, die sich auf FresneTs Messungen der Uchten Streifen 
im Farbenbilde gründet, und in der die Zahlen Bülionen bezeichnen und 
sich auf die Sexagesimalaecunde beziehen: 



*) Lib. 1. Purs II. Prop. VI. 

**) Ub. II. Pars I. Obs. All. Pan IV. Oft.v. Vlll. 
***) Sur ia dtspers4Qn de la iumiere, i^rag, ISJb, //. ItfS. 



Digitized by Google 



Olli miSUAUSCRB TONBESTIMMING UND TEMPERATUR. 



Grenzen der Uauptfarben 



«Hssersles Violett 
Violett — Indigo 
Indigo — Blau 
Blau — GrUo 
Grttn — Gelb 
Gelb — Orange 
Orange — Roth 
aoflierstes Roth 



761 

707 

676 
630 
583 
543 

481 



Haoptilirben 



-Violelt 

Indigo 

Blau 

Grttn 

Gelb 

Orange 

Rüth 



735 
691 
653 
607 
563 
53SS 
500 



Nach Herschers Angabe sind diese Vibratiooszahlen, in densel- 
ben Weise angeordnet, folgende:*) 



Grenzen der Hauptfarben 



Hauptfarben 



äusaerstes Violett 


727 


VioleU 


699 


Violett — Indigo 


672 










Indigo 
Blau 


658 


Indigo — Blan 


644 


622 


Blau — Grün 


600 


Grttn 


577 


GrüD — Gelb 


555 


Gelb 


535 


Gelb — Orange 


517 










Orange 
Roth 


506 


Orange — Roth 


495 


477 


üusaerstea Roth 


458 







*) Ton Liebt, vhtn. TOn B. Schmidt, Sioltgart, 1828. 5. 307. Diese Aogaben 
acheftfinn «of der AbmeBsang der Balbmeeaer d«r Fkil)eDrinBe m bemhen (vgl. Brau- 
d es in Gebkr'« n. phys. Wanerbvch, Bd. S. Si8). Canohy bemeitt «. «. 0. mr, 
das« der Henehelacbeo TaM grOwere Beettmiiiniogen der Linge der Liditwellea mm 
Qnado liegen. 
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3. Bei der Ti uiung der Xewlon'sclien Analogie kommt es nun blos 
auf die Vergleichiing der VibralioiKszahlen an, die den Grenzen der 
Hauplfarben zükommcu, da sie sich nur auf die zwi&cbeu diesen liegen- 
den Intervalle bezieht. Dass nun die Yibrationszahl 764 (oder 727} nicht 
das Doppeitc von 481 (458), die Zahl 030 (600) nicht das halbe Drei- 
fache von i6i (458) ist u. s. f. und also in diesem Sinne nicht das 
Susserste Violett die Octave, die Uebei^ngsfarbe vom Blau zum Grün 
nicht die Quinte des »usscrsten Roth u. s. w. genannt werden kann, 
leuchtet von selbst ein. Anders stellt sich jedoch die Lage der Sache aus 
folgendem Gesichtsponkte dar. Sehen wir die Fonnei y = Sj*. welehe 
den Zusammenhang der relativen Schwingungszahl y eines Tons in Be- 
zug anf den Grundton mit dem Intervall x zwischen beiden Tonen dar- 
stellt, als besondero Fall der allgemeineren*« = an, and setzen filr 
die Farben, je nachdem wir die Fresnelsche oder Iferschelsche Tabelle 
zum Grande legen, a = oder a = ^ . so wird im ersten Falle 

« = (St)'» folglich X = ; 

im zweiten 

«=(":)'. fi''8'i<*«=- ,„.-,."'i;.„,- 

Setzt man nun in der ersten von diesen beiden Formeln successiv 

48!. « = 764, 707, 676 481, in der zweiten 458.« =727, 672. 

644 , .... 438 , so eilgeben sich tfirx die in der folgenden Tabelle ent- 



haltenen Werthe 
481. u 




458.« 


9 


764 


4,00000 


727 


1 ,00000 


m 


0,83242 


672 


0,82974 


676 


0,73552 


644 


0,73764 


030 


0.58321 


600 


0.58447 


683 


0,41565 


555 


0,41575 


543 


0,26203 


517 


0,20220 


Ö2ü 


0,10849 


495 


O.lb.Siii 


481 


0,00000 


458 


0,00000 



Vergleicht man diese Werthe von x mit den Int^vallen der kleinen 
Septime := 0,83006, der grossen Sexte = 0,73696, der Quinte 
= 0,68496, der Quarte = 0,41504, der kleinen Terz = 0,20303, 



Digitized by Google 



tm MusiKALUcm ToHfeBsniiMDiio UHD TsiiraBATUB. m 

der grossen Secunde = 0,16992, so zeigt sich eine Uebereinstimmung, 
die zumal bei den aus der Herschelschen Tafel abgeleiteten Werlhea 
wahrhaft liberFaschend, aber aach bei deo aus der Fresaelschen Tafet 
folgenden viel za gross ist, als dass sie* fUr sufUllig gehalten werden 
konnte. 

4. Wir wollen jedoch ontersttchen, welche Aendeningen die Vibra- 
tionszahlen beider Tabellen erleiden massten, wenn die ihneo zogehi}* 
rigen Werihe von « mit den genannten mosilEBlischeD Intervallen voll- 
kommen ttbereiDstimmen sollten. 

Bezeichnen wir diese Inlervall&, in umgekehrter Ordnung genom- 
men, durch 

SO dass also j, tlaa iit^i irrn.s.sen Secunde, .r^ da.s der kleinen Terz in Be- 
zug auf den (irimdlun zukommende Intervall ist u. s. vv. . wobei das In- 
tervall der üctavG selbstverständlich == \ angenommen wird; seyen 
ferner 

V, i\, rj, f'j, fj,, fj, fß, v^, 
die diesen Inlervaüen n>sj). einschliesslich der Prime und üctave zu- 
kommenden Vibrationszahlen ; Seyen endlich die gegebenen Vibra- 
tionszahlen, nach ihrer Grösse aufsteigend geordnet, 

6, 6,, 6j, 6^, 6,. bjt 

so ist, wenn zu* Abkürzung ^ = a gesetzt wird, 

v^=va^\ v,=ra'', tJ3=»a^, v^=V€^, v^^wf*, «,=t»ö^, Vj-=va. (A) 

Nehmen wir nun a als constant, raber als variabel an, so kann 
letzteres so bestimmt werden , dass die Summe 
(6— (6,— »a^'/H- (6,— »<rf+ + (6,— «ff'y + (6,— w)» 

ein Wimmum wird. Setzen wir nämlich den Dilferentialqaotienten dieser 
Snmme nach v gleich Null, so wird 

_ ft + ha** -t»M*^ + + + M 

<+«■♦:•+ +• +• 

Da nun nach Fresnel 6 = 481, 6, = 520, 6, = 543, .... 6, = 764, 

nach Berschel aber 6 iö8, 195, öl 7, ^7 = 627 ist, 

so giebt die vorsiehende Formel filr die crslerc Zahlenreihe v— 480,96, 
für die zweite v = 4.'j7,97. Hieraus ergeben sich nun weiter nach den 
Formeln unter A) die folgenden ^\ erth« von v,, u.s. w. , denen wir 
ihre Abweichungen von 6|, 6, u. s. w. beifügen. 
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V = 



480,96 
520,30 
543,20 
582,78 
630»4d 
676.39 
706«16 
763.93 



b - 



V = 


0,04 


V =457,97; 


b —V = 


0,03 




0,30 


r,::^ 495,37; 


b. — tr- = 


— 0,37 


»,= — 


0,20 


r, = 5n,16; 


6,—«,= 


— 0.16 




0,22 


554,78; 




0,22 




0.45 


94=600,09; 




— 0.09 




0,39 


«,=643,76; 


4,—»,= 


0,S5 




0,8« 


v.= 678.06; 


4,— 


— 0,05 


»7 = 


o,n . 


«,=726.96; 


4y ^ly!^ 


— 0,09 



Mit Ausnahme von «, in der orslen dieser bidden Tafisln, da« Ton 
4« fiist um eine ganze Vibration abweidit, betiagen die püferenzen 
aller Obrigen Werlbe höchstens etwas Uber ein Drittel einer Vibration. 

5. Die Uebereinstimmung der nach Fresiv I s Vibraüoaszahlen be- 
rechneten Werlhe wird noch grösser, wenn hkhi bemerkt, dass diese 
Zahlen abgerundet sind, sich aber aus den Fresnelschen Bestimmungen 
der Wellenlängen leicht genauer angeben lassen. Da niimlich, wenn f»' 
die Vibrationszahi, T die >YelIenlünge, Jl die Geschwindigkeit des Lichts 
bedeutet, v — ^ ist, so eri^eben sich aus den in Millionteln des Meters 
ausgedruckten Wellenlängen*) ^, ^, wenn nach Caachy iogJ2 

= 8,4916103 angenommen wird, folgende genauere Bestimmungan 
der Vibrotionszahlen: 



1 = 


645 


; 4 = 


480,8953 


h = 


596 


b,= 


520.4320 




571 


b,^ 


543,2180 




532 




583,0404 




492 




630,4420 




459 




675,7680 


«.= 


439 


K = 


700,5546 




406; 4,= 


763.9840. 



*) Bei Caa«diy p. 191. 
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Aus diesen Werthen von 6, 6|, 6, u.8.w. erfalüt man non nach (B) 
und (A): 



V 


= 480.9065, 


b 




— 0,0112 




= 520,2597 






0.1723 




== 543.1735 


; h 




0.0445 


•s 


= 582.7707 


; fr. 


— «1 = 


0.2697 


»4 


= 530.4599 ; 






«- 0.0179 




= 675.4170, 


; *. 


— «v = 


^ 0.6490 




= 706,2048; 






0,3498 


»7 


=s 764.0017; 






— 0,0177. 



Die iir^is.sle Ah\vciclitin£? betragt also hier (A!r r^^ noch nirhl ein 
Driltcl einer Vibration li( rci linet iniin endlich nach der Formel /' — ^ 
die zu den vorstehenden Werthen von v^, v^, t», u. s. w. zugehörigen 
Wellenlängen, die wir durch A, A,, A, u. s. w. bezeichnen wollen, so 
erliült man folgende Zahlen nebst den beigefügten Abweichungen von 
/|, a. s. w. 



X = 644,9850 


; 1 




0,0150 


= 596.0974 ; 






— 0.0974 


A, = 571 .0468 ; 






~ 0.0468 


A, = 532,2462; 






— 0.2462 


491.9862; 






0,0138 


Jt, = 458.5595 ; 






0.4405 • 


A,= 439.2175, 






— 0.2175 


= 405.9906 ; 


h 




0.0094. 



Die grOsste DilTerenz der Weilenliinge erreicht also nocli nicht ein 
halbes Milliontel eines Millimeters. Fur die Herscbelsche Tafel, die 
ohnedies kleinere Abweichungen gtebi. mttssen wir auf die genauere 
Berechnung verzichten, da hier der Werth von J2 nicht scharf angegeben 
ist. Es erhellt aber schon voUig genügend, welche geringe Aenderungen 
m den Angaben Fresnel's sowohl als Berschels erforderlich sind, um 
sie mit den nach der Newton'schen Analogie berechneten Zahlen in voll- 
kommene Uebereinsümmung zu bringen. Wenn daher auch diese Analogie 
durch die Hinweisnng auf die Dimensionen der Theile des Spectrums 
nicht hinlänglich begründet war. so erhttit sie doch durch Vergleichung 
der Yibrationsmengen der den Faibengrenzm zugehörigen Sirahlen voll* 
ständige Bestätigung, so dass wenn diesen Zahlen selbst nur in ihren 



AblusdI. d. K. tt. iit». d. Wistcuiteli. IV. 



4U M. W. DiOMSGH, 

Verhältnissen absolut« Gültigkeit zukommt, auch Newlon's Anal<^ie 

ohne alle Beschränk uni: gilt. Da die Zahl a = ~ bei Fresnel und Her- 

i 7 

sch^l dem rationalen Bruch nahe kommt, so kann man die Newton*- 
sche Analogie jetzt so aasdrttcken: die relativen Vibration s zah- 
len der den Grenzen der prismatischen Farben zogehtfrigen 
Strahlen in Bezog auf die Vibrationszahl des äusserstea 
Roth sind Potenzen von welche dieselben Exponenten 
wie diejenigen Potenzen von 2 haben,* welche die relativen 
Schwingungszahlen der reinen TOne D, fiv, fi, A, B, ein 
Bezug auf den. Grundton C ausdrucken.*) Diese Exponenten 
können daher Fa rbenintervalle genannt werden. 

fj. Ks rührt jedoch diese Analop-ic auf eine nueli viel einfachere 
merkwürdige Beziehung zwischen den ^ hratiüuea der farbigen Strahlen 
und den Schwingungen der genannten Tünc. Wenn n uuJich Air dieXOne 
y = ^ und für die Farben u = ist, so folgt hieraus 

logM = {^.log8f; 

und femer, wenn wir ^ui Abkürzung = t>elzen, 

u — y'\ 

Nun ist aber o — ^ ^^j^^-wo l und Z^, wie zuvor, die Wellenlttn- 
gen für das Sosserste Roth utid Violett bedeuten. Da nun nach Fresnel's 
Angabe in Milliontehi des Millimeters l = 645, 1^ = 406, nach Ber- 
schel aber in Zehnmillionlein des englischen Zolls / = 266, /, =: 167 
ist. so wild zufolge der ersteren Zahlen « ^ 1"" 1 ^ ' ;7''J , zufolge 

der letzteren m = j^-J = J'^Y^aii- Beide Werthe sind, der erstcrc ge- 
nauer als der zweite, nahe = y ; daher nJiheruncrsweise u = yl. Setzt 
man daher für y die relativen Schwingungszahlen dei- grossen Sccunde, 
kleinen Terz, Quarte u. s. w., so folgt fttr die absoluten Vibrationszahlea 
«l,9jU. s. w. 

..=6(1)'. ^=*(iy. 



*) (Mar aneh der Tön« £, F, G,A, B, cd ia B«rag «uf den Grandloo D. Ef sey 

mir verstauet zu bemerken , dass ich auf diese BcsUitIguog der Newton'ichea Analogie 
durch die Verhältnisse der Vibrationszahlen schon i. J. 4 845 bei den Vorstudien za 
der obea ao^efiihrteu Abliaudluns über die musiluUacben Interralle gekMuneii bin. 
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Um nun za prüfen, wie genau dioso Ausdrücke die Vibrationszah- 
len darstellen , setzen wir zuerst nach Fresnel v = b ~ 480,8953, 
b^ = 520,43, 6, = 543.22 u. s.w. Hieraas eiigtebt sich 





520.18; 


^- 




0,25 




543,01 ; 






0,21 




582,56; 






0,44 


v^ = 


630, 1 ö ; 






0.29 




670.00 ; 






— 0,23 


«'e = 


705,73 ; 






0.82 


*>7== 


763.36; 




»,= 


0,62. 



Setzen wir nach Herschel v = b = 458, fr, = 495, 6, = 517 
u. s.w., so kommt 



= 495,41 
p^=z 517,15 

= 551.83 
»^= 600,15 
»,= 643.82; 



6, — = — 0.41 
6j — v, = — 0,1 5 
1,^ — 9^=2 0,17 
b^ — »4= — 0,15 



65— 0,18 
072,13; 6, — = — 0,13 
Vj = 727,03 ; 6, — = — 0.03. 

7. Obwohl DUO hieraus hervorgeht, dass die aas der Relation 
u = yl folgenden Werthe der Vibrationszahlen mit den gegebenen nahe 
abereinstimmen, so wollen wir doch noch untersuchen, welche Aende- 
rungen der gegebenen Vibrationszahlen erforderlich sind, wenn die nach 
jener Relation berechneten mit ihnen möglichst nahe zusammentreffen 



Man findet leicht auf dieselbe Weise, welche zu der Formel (B) 
geführt hat, dass die Qnadratsomme der Unterschiede der berechneten 
Werihe v, v,, «|, .... von den gegebenen 6, 6^ .... ein Minimum 
wird, wenn 



Setzen wir in dieser Formel zuerst die genaueren Tt^snelschen 
Werthe 6= 480,8953. 6, = 520.4320 u.s.w. ein, so erhallen wir 

aus ihr und den Formeln uuter (C) 
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0,2474 

0,0136 
0,1080 
0,1780 

0.o;i;u) 

0,5840 
0,4668 
0.2178. 

- 495 u. 8. w. geben 

0,0475 
0,3695 
0,Uü0 
0,2300 
0,0875 
0.2464 
0,0560 
0,0455. 



V = 481,1424; 
I?, r-^ 520,4456; 
V^:^ 513,3269; 
»,= 082.8024; 
v^=^ 630,4750 : 

676,3520; 
», = 706,0878 ; 
V, = 763,7662 ; 

Die Ilerschelschen Werthe 

V = 457,9525; 
r^ = 495,3695 ; 
t-, = 517,1400; 
r, = 554,7700 ; 
v^ — 600,0875; 
1-^ = 643,7536; 
t>,— 672,0560; 
1^ = 726,9545; 




— i»T = 



8. Diese Rcaullatc zeigen nun, (hiss die Gleichung m = in voll- 
kotnincn befriedigender Weise sownlil inii den Fresnelschen als mit den 
Uei-Jitlielscheii ßeslimmungen der absoluten Vibrationszalilen der den 
Farbengrenzen zugcliürigen Strahlen llbereinstimmt. Beide Wcrllireihen 
ü;eben a == ~ — 1,587401 ^ 2^, wie es seyn muss. Wir kOunen da- 
her jetzt folgenden Satz als begründet ansehen: 

Die Cubi der relativen Sehwingungszahlea der Strah- 
len, welche dem äassersten Roth, den Grenzen von Roth 
nod Orange, Orange und Gelb, Gelb und GrUu, Grtin und 
Blatt, Blau und Indigo, Indigo und Violett, endlich dem 
äusserstcn Violett zugehOren, sind gleich den Quadraten 
der relativen Schwingungszablen der reinen Prime, gros- 
sen Secnnde, kleinen Terx, Quarte, Quinte, grossen Sexte, 
kleinen Septime und Octave; oder, \na dasselbe sagt: die Cubl. 
der absoluten Schwingungszablen der bezeichneten Far- 
benstrablen sind den Quadraten der absoluten Scbwing- 
ungszablen der genannten TOne proportional. 

Da die Lttngen der Uchtwellen den Vibrationszahlen und eben so 
die Langen der Tonwellen ihren Schwingungszablen umgekehrt proper- 



Digitized by Google 



OBBK MOSIKALISGUB TOHBBSTIliaON« OIU> TbMPBBATDB. 117 

lional sind, so folgi auch, dass die Cubi der Wo 1 Ion hinge n d er 
Farbcngrenzeti den Quadralea der Wellenlängen der vor- 
geuannt en Töne oder, was atff dasselbe hinauskommt, der 
Saileniängen direct proportional seyn müssen. 

Wenn nun Newtoa*) aus seinen Messungea berechnel, dass die 
Dicken der Luftschichten zwischen den die Farbenringe zeigenden Glä- 
sern für die acht Grenzen der Faihen den Cuhikwurzeln aus dea Qua- 
draten der SaiteolttDgen der TOne C, Et, F, G, B, e proportional 
sind, 80 bedeatet dies nichts Andres, als dass sie sich direct verhalten 
wie die Wellenlängen der diesen Stellen entsprechenden Fari>enslrBhlen, 
was vollkommen der Wahrheit gemäss ist.^ 

Wie die relativen Schwingungszahlen der Töne durch die Gleichung 
y = 2*. so werden also die relativen Schwingungssahlen der Strahlen 
der Farbengrenzen durch die fast eben so dnbche Gteichung 

u = %^' 

dargestellt. Da nun die relativen Scliwiaguiigs/.ihlpu dor grossen Se- 
cundo, kleinen Terz, Quarte, Quinte, grossen Sexte , kleinen Septime, 
Octave der Reibe nach y, -J-, -J-» T» T» ^ ^'"^ 
relativen Schwingungszahlen der den Farbengrenzen zugehörigen Strah- 
len der Reihe nach 

(t)'- (d*. (I)*. (v)». (t)''. ay- 

also siimnitlich irraüoual, so dass also hier nicht die relativen Schwing- 
ungszahlcn selbst, sondern nur ihre dritten Potenzen in rationalen Ver- 
hultnissen stehen, nämlich in den quadratischen Verhaltnissen, welche 
eiofoch genommen fttr die den Farben entsprechende Tonfolge gelten. 

9. Da die Farben eben so stet^ in einander ttbergehen wie die 

Töne, so gilt die Gleichung u = 2^* aach für die zwischen dep Farben- 

grenzen liegenden Farben selbst. Die dritte Potenz der relativen Schwing- 
nngszahl jeder Farbe, deren Intervall in Bezug auf die äussere Greuzc 
deü Roth = 3P, ist also gleich dem Quadrat der relativen Schvvingungs- 
zahl desjenigen Ions , der um dasselbe Intervall höher hegt als der an- 



*) OpL m. IL Pan L OU. 207, 

**) V8l.HarM!lielt vom Licht, 1 6ii. Bs lag hier aussaroridenlfidi nahe, denSchiuM 
zu ziehen , der den obigen Sobt gidl>l; es seheint tuX, als haJbe naan dben i^elne Ana* 
logie haben wollen. 
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genommene Grandlon. Dieselbe Formel drückt aber imeb uns, das« 

die relative Scliwingungszahl einer Farbe, deren Intervall 
iu Bezug auf die äussere Grenze des Roth =:x, gleicli ist 
der relativen Sc h \v i n gungszah 1 des Tons, der mit dem 
Cnindton das I nlerva II bildet. Daher ist die relative Schwing- 
ungszahl der äussern Grenze des Violett gleich der relativen Schvving- 
UDgszahl des Todb, dessen Intervall mit dem Grundton = y des Octa- 
veniatervalls ist, was genau der gewöhnlichen gleichscbwebend 
temperirlen kleinen Sexte enispricbt. 

Diejenigen Farben, welche Fresnel als »Hauptfarben«, Herachel 
als »mittlere« Farben aofibhrt, haben, wie man lekbt bemerkt, Ylbra- 
tionszahlen , welche die arithmeüscben Mitlei zwischen denen der sie 

eiuschliessenden Grenzfarben sind, die hier sehr nahe mit den geome- 
trischen Mitfein zusammenfallen. Gehen wir nun von dem so be- 
stimmten Roth au.s inul nennen seine \ ibrationszahl 6, so ist die Vibra- 
tionszahl einer Farbe, deren Intervall mit diesem Roth —x, welche 
v heissen mag, bestimmt durch die Gleichung v — 6.2''. Geben wir 
nun X successiv die der grossen Secande, kleinen Terz, Quarte, Quinte, 
grossen Sexte und kleinen Septime entsprechenden Intervallwerthe und 
bezeichnen die zagebörigen Wertbe von «' durch . Vj. t^. so er- 
geben sich, mit Hinzufbgung des zu « = 0 gehörigen Werthes v' = 6, 
je nachdem wir mit Fresnel fr = 500 oder mit Berschel fr = 477 setzen, 
folgende Werthreihen: 



fr -r 


500 


fr ^ 


477 




540,84 


v\ = 


515.96 




564,6» 


•i = 


538,65 




605,7S 


t4== 


577,84 


<^ 


655,03 




685.05 




702,86 




670,53 




733.76 


t4= 


700,01 



Vergleicht man diese Wertbe mit denen der in Nr. 2 aufgerührten 
»Hauptforben«, so sieht man, dass i^, r,, v\ und mit ilnnMi nahe zu- 
sammentreffen, \\ und i\ aber höhere Vihrationszahlen hnhrn als resp. 
das mutiere Orange und Indigo. Man kann also sagen, dass da?, uiiuiere 
Gelb , GrUn , Blau und Violett mit dem mittleren Roib Intervalle bilden, 
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welche resp. denen der kleinen Terz, Quarte, Quinte und kleinen Sep- 
time, entsprechen . dass aber das Orange , welches mit jenem Hoth eine 
grosse Secoade und das Indigo, was mit ihm eine grosse Sexte bildet» 
vom Roth ans geDommeii, etwas über die Milte zwischen den benacb- 
barten FarbeDgreozeii hinaus liegt. Diese Resultate nndem sich nicht 
^wesentlich, wenn man statt der angewandten Zahlen diejenigen SQlzt, 
miche sich als Mittel aus den in Nr. 7 berechneten Wertben von v^, 
n. s. w. ergeben. 

10. Bezeichnen wir diese berechne Icn Mittelfarben der Reihe 
nach durch ihre Anfangsbuchslaben H, 0, G, g, B, I, \\ die zwischen 
ihnen liegenden Intervalle durch die DilTercnzen 0 — /?, G — R, g — R 
u. s. w., so ist also, wenn wir die Werthe dieser Intervalle nach §18 
der vorstehenden Abhandlung beisetzen, 

0 — it = 0,4699S = 2q — i = grosse Secunde, 

6 A = 0,26303 = q — i = kleine Terz, 
g J2 = 0,41 ft04 = 1^9 = Quarte, 

B ~ A = 0,58496 = - q r= Quinte, 

7 — A = 0,73697 = 4 — 9 + i = grosse Sexte, 

F — A = 0.83008 = fi—'ftq = (kleinere) kleine Septime. 

Hieraus folgt weiter durch Sublraction des ersten Glieds von allen fol- 
genden : 

G — 0 = 0,0931 1 = 1 — q — i = kleine Sociinde. 

0 — 0,2451 i= 2 — 37 = alterirte kleine Terz, 
JJ— 0=r 0,41504 = 1 — 9 = Quarte, 
/ — 0 := 0,:)C705 ^ 2 — 37 + alterirte Quinte, 
F — 0 = 0.66016= 3 — 49 = alterirte kleine Sexte. 

Durch dasselbe Yerlhbren ergiebt sich aus dieser Reihe weiter: 

g — ß = 0, 1 ö2ü I I — iq ^ t = kleiner ganzer Ton, 

B — Q - 0,32193 = ( = grosse Terz, 

/ — G = 0,47394 — 1 — 27 + = kleinere tlbermäss. Quaite, 

Y — G== 0,56705 = 2 — 3g + < alterirte Quinte, ' 

Hieraus folgt ferner auf dieselbe Weise : 

B — g = 0,16992 ^ 9iq — 1 = grosse Secunde, 
/ — g = 0,32193 i= t =: grosse Toz, 

V —9:^ 0.41504 = 1 — 9 = Quarte; 
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woraus endlich sich noch crgiebl: 

/ — D = 0,V6iO \ =1 — 2(y + / — kleiner ganzer Ton, 

V — B=z 0,2451 ^ = 2 — 3g ;= alteriile kieme Terz. 

ODd 

V — / = 0,093M = i-^q — i= kleine Secunde. 

Sammtlicbe hier vorkommende alteriile iDtervalle sind um ein »yn- 
tonisches Komma kleiner als die reinen. 



Nachtrliglicho Bemerkung. 

In ilen vji^ 20, 27 uiul 29 sind zwei Tonarten uber^nf!<'n , Hio, wenn es sich 
um Vollütuiidigkett handelt, gleiche Berücksichtigung verdieueu vtic. die uhrigca seltner 
in Gebrauch kommenden. Es sind dies Ces-dur und v4ic-moll, welclie die gleiche Yor- 
leioltnaDg haben wie raap. At-moU und Cm-Am. In 1 16 fanden stdi nun lOr Jß die 
drd ▼MMUednMoWdrtlM 796, SU» 891. Ukmu «rUtt nan drei vertebiedow Seh- 
len für .4w-moll, von denen jedoch nur die letzte als neue BMUnunangen — 95 
lind H^ = iOOi giebt hi 27 cifh! Nr. 6 ... c* = 905, woraus eine Scala Tür 

6'e*-dur folgt, in drt dip \N i>rfhe F* 320, = 642 neu sind, welche sich jedoch 
auch io Nr. 13 und 4 2 linden. — In g 29 endUch erhallen durch Berücksichtigung der 
geuannleo TonartaD die beiden m»ellea S. 47 Mgende ZiMUm: 

L Dur: Onindlea, gr. Seeuade, gr.Ten, Qneite, Quinte, gr. Sexte,, gr. Septime. 

18t, 9», 416, 688, 7S7, 88». 
n. Hell: GrandUm, gr.Seciinde, kLTen, Qaeite, Qoinle, U. Sexte, USepfime. 

Jß, 146, «63 , 416 . 666 , 678 , 848. 

Es hat also nach der gewöhnlichen akustischen Tabelle die Scala von C€^^fst dieeeBbe 
Form wie die von ^^-diir und weicht demnach in der gr. Secunde und pr. Septime um 
ein syntonisches Komma von der Reinheit ab; ylis-moll dagegen wciclil nur in der 
kl. Septime um das syntunische Komma ab , in der gr. Secunde und Quinte aber um 
0,015 Oclavc A 8- T. 
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Es zcrHillt diese Ahliantlluiip in mehrere Theür . die miJ einander 
in Verbindung stehen. Bezeichnet man den Radius Ve< iur der Hih'pse 
mit r, die wahre, excentrische und mittlere Anomahc bez. mit /" t und 
so werden im § I die Produete r^cosmf und r^sinmf in Reihen ent- 
wickelt, die nach CMif und bez. sin t/ fortschreiten. Im § II wird die 
BDiwickelttDg von eoBftf md oüftf nach eosu ond sintc, so wie die 
entgegengesetzte Entwickelung ausgeführt. Im $ III die Entwickeluug 
von i^GOSflif und r'sinm^nacb cost« und sint«, die sowohl durch die 
Verbindung des Inhalts der beiden vor. §§, wie .direct erhalten wird. 
Dor § IV giebt die Entwickelung von cos» und sin t« nach cosA^ und 
sin hg, so wie die entgegengesetzte Entwickelung. Der § V entHalt die 
Entwickelung von cos/nf und sin /i/* nach cosi^ und sini^, so wie die 
cntgegengcsclzte Entwickelung, und zwar werden diese einestheils 
durch den Inhalt der vor. §§, und andernlheils unnutit lbai ei hallen. Im 
§ VI endlich entwickele ich r^cosmf und sin t?«/" naeh cos ig und sini^, 
und zwar auch einestheiJs aus dem lahait der vor. und aadernUieils 
unmittelbar. 

Bei diesen Entwickelungen bediene ich mich stets der zu den Ann- 
nudioi gehörigen imaginirea Exponentialfonctionen, wodurch an Eio- 
fkdiheit viel gewonnen wird, und neue Formen angefunden werden, 
die ohne dieses Holfemittel schwer zu finden sein würden. Da ich in 
dem Bericht, welcher diese Abhandlung begfeilet, den Inhalt derselben 
ausführlicher aus einander gesetzt habe, so erlaube ich mir, in dieser 
Emleitnng darauf hinzuweisen. 

14* 
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Eotwicleluogp d«r Functionen r^eoamf und r^siiiiii/'ln Reihen, die 
nach den CotinuMen und Siniusen der Vielfacbea von y fortschreiten. 

1. 

Die zur wahren Anoniulic / gehOrigo imagiottre ExpoDcntialfuDcUun 
nenne ich x, so dass also 

isf. Nvonn r die Gruiulzalil der natürlichen Logarithmen bccieulet. Nennt 
niun ausserdem e die Excentricit^t und ^ das Yerhuitniss des Radius 
Yectors zur grossen Ualbachse, und setzt 

e = antp, ^ = tg|9 

so gehl die Gicicbung 

y 

V \i + e cos fj 

in folgende Ober 

(1) «I- = (4-/5^- cos V + + 

wo der Exponent n jeden behehitren Werth h:d>en kami. Dieser Aus- 
druck zciiit. iliiss riinn (j" in eine coiucririreijdc, nadi den i-Mn/cn, posi- 
tiven und negativen . Potenzen von x lortscbreileode Reihe CDlwickein 
kann. Wir dürfen also setzen 

(2) (>- = 2i:vfT' 

wo t stets eine ganze Zahl ist, und nothwendig 

€) = vi" 

sein 01U86, weil eine reelle Grosse ist.*) 



Wenn die Werthe der mit F,-'^ bezeichneten Cocflicienten ermittelt 

sind, so ist es leicht die in der IJoberschrift angegebenen Entwickelun- 
gen herzustellen. Aus der Gleichung 2 folgt tu-mlich sofort 

Da nun iUr jeden Werth von p 

^ == cos;)/' + /IIT. sin/jf, 
und wenn man mit a die grosse Halbachse, und mit r den Radius Vecior 

bezeichnet, r = ist, so folgt hieraus leicht, dass 

*) tmaginftre £x|KmeDlea schliesse ich nemlich durchgehends ans. 
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. ' f-eosm/- = vT + «- I + Cl cos if 
r- 810«/^= a-^r i Vil-lCi sin»/* 

3. 

Durch deo binomischen Satz ergiebt sich 

und liieraus wegen der Gleichungen (1^ uutl (2) 

etc. * elc. 

welche Reihen für jeden Werth von fJ < I couvorgiicn. Für « ~ 1 fol- 
geu hieraus sufoi t die einfachen Ausdrucke 

Fo** = cosy; V±i =i — /? cosy; F±, = ^ cosy , elc. (3) 

4. 

Der obige AuF:dru€k (1) Tür (>" giebt leicht eine linearische Glei- 
chung zwischen vier VGoeificienten. Es folgt nemlich daraus, und weil 

ist , 

fjt-'t P" j 1^ 0"^: \ -/i" ' 

y cos ~ (1 —^•} cosy" ~ — cosy^ x 

SubsUluirl luan hicriu für (>" und die Ausdrücke 

und vei^leicht die mit derselben Potenz von ^ multiplicirten Glieds, so 
ergiebt sich sogleich > 

vermiUclsi welcher man alle zur Potenz n — \ gcliürigon V Coollicienlen 
beküiiimcii kann, wenn die zur Potenz n gehürigen beiechiu-l \\orti(Mi 
sind. Man kann aber durch Zuziehung des Diflcrentials von p eine Glei- 
chung zwischen drei VCueÜiciealen finden, welche bessere Diensie lei- 
stet. Das Differential lassi sich leicht wie folgt stellen, 



186 



P. A. Hahbir, 



und ausserdem giebt die Gleichung [i] die folgeude 
addirl und subtrahirt man diese, so erhalt man 

Die Substitution der Werihe 
giebt hiemlt 

(6) V'"' = .(l^-VT" + S»i^. Cl^V-?" 

(6) (i-OC = »(li^-Vf*" + (Ji^)vl:r' 

deren eine auch aus der andem folgt , wenn man — i statt % schreibt, 
und auf die Gleichung 

Uücksichl nimiiU. 

Die Gleichung (o) giebt 

die wenn h positiv ist auf sichere Art alle V,-"^ durch die giebt, 
welches bei der Gleichung (4) nicht immer der Fall ist. Denn die bei- 
den Glieder rechter Hand haben entgegengesetzte Zeichen und Fj"' ist 
von der Ordnung wenn also ß klein ist, so sind in (4) die beiden 
bez. mit* Vf"^ und multipUcirten Glieder Grossen einer und der^l« 
ben Ordnung, die von einander subtrahirt werden mttssen. Dieser Uebel- 
stand findet in (7) nicht statt. Wenn man daher für eine Reihe ganzer 
und positiver Werthe von n die FCoefficienten zu bereehnoi hat, und 
auf irgend eine andere Art dieselben fUr den grOssten Werth von 
dessen man bedarf, berechnet hat, so erhHlt man durch die Gleichnng 

(7) diese Coefficienten für alle übrigen Werthe von n auf sichere Art 

Eine andere Art die yCocfTicienten für eine Reihe ganzer und po- 
sitiver Werthe vom h sicher zu hf k ( Imcn. lässt sich aus der Gleichung 
(6) ablcileu. Setzt man in dieäe t -f 1 statt i, so lässt sie sich in folgende 
verwandeln 
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Reefanet man die Vf^ durch die Gleichungen (3) und ausserdem Dir 
jeden ganzen und positiven Werth von n die Vq*' auf irgend eine andere 
Art, so kann man durch (8) alle übrigen VCoefficienten sicher berechnen. 
Aus (6) folgt ausserdem 

und aoB (1) folgt sogteich 

Diese geben in Verbindung mit (9) alle VCopflicienten für eine Keihe 
ne^tiver und ganzer Wertbe von n mit Sicherheit. 

6. 

Wenn e und n beide kteia sind, so kann man die FCoeffideDlen 
leicht dnrch die unendlichen Reihen des Art 3 berechnen« aber wenn 
diese Bedingungen, oder nur eine derselben, nicht erlUIlt smd, so wird 
diese Art der Berechnung beschwerlich, weil man viele Glieder der 

Reihen berechnen muss. ich werde daher jetzt zeigen , wie man für 
ciueu gegubeucn Werth von n alle' diese Coeflicienten duich Ketleu- 
brtlche berechnen kann, weou anderweitig berechnet worden ist. 

Eliminirt man V^"' zwischen den Gleichungen (5) und (6), und 
schreibt darauf i» statt n + 1, so bekommt man 

(ii+f— 4)/?Fi?, + l(l+/S«)?J"^ - (n— i-4)/?vi;i 0 (10) 
welches eme Relation zwischen je drei auf einander folgenden, einem 
nnd demselben Werthe des Exponenten n zugeh<lrigen, VCoefficienten 
ist Aas dieser Gleichung Hessen sich swar, wenn 1^"* und y^"^ ander* 
weitig berechnet worden sind, alle andern, demselben Werihe von n 
zugehörigen yCoeDTicienten berechnen, allein diese Berechnung fuhrt 
auf kleine Differenzen grosser Zahlen, und ist daher unsicher. Die Be- 
rechnung durch Keltenbruche , die ich jetzt auseinander setzen werde, 
lüt von dieseiii Uebelstaade frei , ja sie besitzt im Gegentheil die Eigen- 
schall, dass ein Fehler in dem zuerst anzuwendenden Verhalfniss von 
zwei auf einander folgenden Tt^ocfficienten in die id)rigen mehr und 
mehr verkleinert Ubergeht und zuletzt unmerklich wird. 

Sei nun, von i — \ angefangen, (lUr alle positiven und ganzen 
Werthe von i 
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vr__ 

80 geht die Gleichung (10) ttber in 

0 = {n+i^i)ß + »(H/JV, - («-»— 4)/?p. ^+1 
und setzt man femer 

— i{«-4) • (l+zS*)* — ''l-l • t 

80 verw^delt sie sich in 

(12) 0 = 4— y, ~ y. y^, 

woraus 

< 

und durch fortgeseUle Substitution die Kettenbruche 

4+ clc. 

entstehen. Man bekommt also, wie man sieht, alle y, aus einem und 
demselljon Keltenbiuche durch Mose Fortsetzung der Glieder dessrlhi-a 
hiss zu dem, welches von nljiuuii^i. Sind hieraus die yi tierecbnet, und 
darauf die pi durch (11), so wird 

und da 

SO hat man alle , einem und dcoiselbea Werthe des Exponenten n zu- 
^ kommenden FCoefBci^len, wenn auf ii^nd eine andore Art Vq be- 
rechnet worden ist. 

Der obige Aosdrock ßlr A, giebt zu erkennen, dass wenn n eine 
ganze and positive Zahl ist» 

^. = 0 

wird, es ist daher in diesem Falle 

r^i — 4 

filr f < fi — 1 besieht also der Ketteobrach aus einer endlichen Zahl 
von Gliedern, und zwar hat man. um die y,- von ft bis y^i zu bekom- 
men, überhaupt nur n — 2 Glieder zu berechnen. Z. B. fUr n = 6 wird 
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Derselbe Ausdruck für Xi zeigt femer, dass weon n eine ganze and ne- 
gative Zahl ist, 

wenn man, wie erJaubt ist, auch in diesem Falle i stets positiv annimmt. 
Es wird daher nun 

y„- 1 

und iUr t < ( — n) besteht der Kettenbroch aus einer endlichen Anzahl 
von Gliedern, deren Berechnung sich eben so gestaltet, wie die der 
eben angefhhrten, und ohne Weiteres sicher ausgeführt werden kann. 
Für grössere Werlhe von t ist die Sache anders, jenachdem die ganze 
Zahl fi positiv oder negativ ist. Wenn sie negativ ist, wird 

uiui ilt'shalb brechen in diesem Falle tlie VCocllicienten Im Vt„ ab. 
I<f hingegen n ganz und positiv, sf) kann F, nie NuU vverdeu, und die 
VCoeüicienten gelien ios üneadlicbe fort; wenn nun zugleich 

ist, so geht auch der Kettenbrach ins Unendticbe fort und die Anzahl 
der Glieder desselben, die Uberhaupt berechnet werden mflssen, um 
eine gewtmschte Genauigkeit zu erhalten, hangt von der Beschaffenheit 
der Grenze ab^ nach welcher -die yi für ein stets wachsendes • hin- 
streben. 

Macht man t = oo in dem Ausdruck fUr k^, so wird 

— • f sin *<p 
und die Gleichung (12) geht über in 

0^4— V. + sinV/L 

woraus 

^ sec ^ I + 

folgt. Die Glieder des Keltenbruches eonvergireu also nicht gegen die 
Null, sondern gegen die endliche Grösse — sin'''j<^. Wenn (f klein ist, 
so e^^vüchst hieraus kein sonderlicher üebelstand; wenn dieses aber 
nicht der Fall ist, so muss man um für den grössten Werth von i , des- 
sen man bedarf, hinreichend sicher zu erhalten, eine grosse Anzahl 
der Glieder des Kettenbruches berechnen, in deren letztem man den 
genäherten Werth sec*4^ fllr das betreffende substitoiren muss. 

Man kann diesen Lebclsliuid vermeiden , indem sich für y, ein an- 
derer Kellenbruch entvviekeln liisst, dessen Glieder, wenn sie nicht elwa 
abbrechen, i>tels zur Null hin coavergiren. Um diesen aus dem Vorher- 
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gehendea absuleilen, werde ich die folgenden allgemeiiieii Betrach- 
CoDgea ▼OFaDBeaden. 

6. 

Eb sei die folgende allgemeine Gleichung zwischen qt und q^-t 
gageben, 

(A) ^-^H-O'l 

die man in einen Kettenbnich verwandeln soll. Man setze 

WO a, einstweilen unbestimmt ist. liieuiit geht (A) Uber in 

*='=^ 

woraus durch Veraehiebung der Indices 

i 

u. 8. w. entsteht« Bliminirt man biemit qt und qt^t aus (A), und setzt 
zugleich 

60 ergiebt sich 

(B) 4 + Oi^fij^ = (1— «^.ir^)r(^4 
Setzt man femer 

♦ 4 



; tt. 8. w. 

•+3 



eliminirt damit r^.t und r^, aus (B), and bestimmt ßi so, dass 

= «H-i + 

wud, so erhalt man 

(C) »*ftO+<»'— <^f«*H)=< 

wo 

ist. Die GliK Illing (C) ist i\hvr von der iifMulichen Form, wie die Glei- 
chung (A), von welclier wir ausgegangen sind, man kann also diese Sub- 
slitutioncu ins Unendliche wiederholen, wodurch der folgende Ketten- 
bnich entsteht, 

9< = T^ 



'-IL- 

t— «IC. 

in welchem 
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Of = 6,- — üt 

i 

etc. 
7. 

Um die Substitutionen des vor. Art. anzuwenden bemerke ich, dass 
ion vor\ or. Art. der Greuzwertb von gleich 1 + getuudea wurde. 
Mm kann also setzoo 

WO ^, eine Grösse ist , die für wachsende i die Eins zur Grenze hiat. 
Substiluirt man diesen Werth von so wie den- des vorvor. Art. fUr 
Xi in die Gleichung (122), so kommt 

vergleicht man diese mit (A), so wird 

Die Substitution dieser Werthe in die Eadformeln des vor. Art. giebt im 

vorliegeadea Falle 

^_ (»+«)(«-«) ^. > _lf+l+??L^2-,o^ 
etc. etc. 

und es wird 



*) Bs ist sichtbar, dass wie auch u und /7 beschaffen sein mögen, die 
«„ etc. für wachsende i zur Noll convei^ven, während die fi„ ();, etc. 
zu /?' convergiren. Je grösser i ist, desto weniger Glieder dieses Ket- 

*) lehbemwke hien, dass dieses derselbe Kettenbruch ist, den man aas [t5] 
io Gumtf JMifiiMMbMS ysusreto oiree snism is/Mtam elc erfaaiien babeD wwde. 
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tonhnichs brauchen lierechnct zu worden, um eine gegebene Genauig- 
keit zu erhalten. Fur i = oo wird o, = 0, etc. also 

wie vorher. 

Wenn n eine ganse Zahl ist, bricht der Kettenbruch für jeden Werth 
von t ab, und besteht also stets aus einer endlichen Anzahl von Glie- 
dern. Es ist aas d^ obigen Aosdrttcken sichtbar, dass wenn n. positiv ' 

ist, die n** der Grössen «,, y„ etc. Null ist» und dass also, i mag sein wie 
es will, (Jer Kcttonbriich pie aus mehr wie 2[n — \) riliedern besteht. 
Diese Anzahl isil j>leis vorhanden wenn » > n — 1 ist. Iindel aber diese 
Ungleichheit nicht staff. so wird anrh eine der Grössen rf,. etc. gleich 
Null, und der Kellenbriich briclit früher ab. Ist i — n — 1, so wird 
schon = 0 und der Kedenbruch besteht nur aus Einem Gliede, ist 
t— n — 2, so ist d^f = 0, und er besteht aus drei Gliedern u. s. w. 
Ueberfaaupt besteht er aus höchstens 2» — 3 Gliedern, wenn t < » ist. 
Wenn n negativ ist/findet ein ähnliches Verhalten statt. 

Es wird sich oft ercij;nen. dass wegen der Kleinheit von fj der 
Kettenbrnch so ßlArk Lunvuri;irt, dass man inn die erforderliche Ge- 
naiiiukeil zu erhalten nur eine kleine Anzahl der vorhandenen Glieder 
zu berechnen braucht. Da man nun bei Anwendung des obigen KcUeu- 
bruchcs für jedes t alle merklii hen Gheder deiiselben von neuem be- 
rechnen muss, der Kettenbrucli des Xvt. ö hingegen für jeden hinzu- 
kommenden Werth von t nur die Berechnung Eines Gliedes verUingt, so 
verfahrt man am zweckmassigsten, wenn man nur für den grOssten 
Werth von i. weicher erforderlich ist, aus dem Kettenbniche dieses 
Artikels rechnet, und sich Air die abrigen /i des im Art. 5 abgeleiteten 
bedient. 

8. 

L'm durch die eben entwickelten Atclhoden die V";^*' selbst zu be- 
kommen bedarf es nur noch der Berechnung von )^'*Vand wenn beides 
fi und ß klein ist. so kano diese leicht durch die unendliche Reihe des 
Art. 3 ausgeflihrt werden. Wenn ß klein Ist, so kann man sich dieser 
Reihe audi fUr ziemlich grosse Werthe von ft bedienen, wahrend sie 
nir sehr grosse Werthe von m beschwerlich wird ; ist ß nicht klein, so 
wird ihre Anwendung auch für kleine Werthe von n mühsam. 
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'Die Vi fiberhaupl sind hypergeometrisclie Reihen von der Gat^ 
tung, ttber welche von Euler, Gauu und Kummer so vollständige und 
schone Untersiichangen vorliegen , und man wqiss dadurdi, dass Jede 
derselben sich auf mannigraliige Art 'darch andere derselben Galtong 
ausdrucken lllssl. Da in allen Reijiett dieser Gattung, die hier vorkom- 
men werden, das "vierte Element ein Quadrat ist, so will ich sie hier 
allgemein mit F(a, ß. ytZ^ statt der gewöhnlichen liezeiohuuüg F\it,(J,y,£j 
aDileuleu. Es ist also 

F(«,/?,y.z^ - 1 + + ^'>'',+t-^* + etc. (13) 
Die Summe dieser Reibe , die ich auch der Einfachheit wegeu blos mit 
F bezeichnen werde; lUsst sich bekanaUich auch als particuiftres Integral 
einer linearischen Differentialgleichung zweiter Ordnung ausdrücken; 
macht man in dieter z zur unabhttngjgen Veränderlichen, so wird sie 

Man kann diese direct aus der vorstehenden Reihe ableileu, und man 
kann sie auch a postmori dadurch verificiren , dass man die Reihe in 
sie substituirl, wodurcli ihr Genüge golcistet wird. Von ihm Verwan- 
dciungslorujeiu, die man kennt, will ich hier nur die folgeadca anfuhrOD, 



(15) 



Fia,ß,y,z^ =. (1_rO-"F(a,/-^.y,^) 
wo A — Ji^Y-^)ma-Y)ii ß-r) 

D n'a-y\n\ß—Y) 

n,a-^ii-Y)il[-y] 

und Uberhaupt fl [p] die Gaussische //Function bedeuict. Kummer be- 
zeichnet die beiden letzten dieser Gleicliungeu besonders als Funda- 
mentalgleichungen für die Verwandclung der FFunetion(>n, indem sich 
aus diesen alle übri!j;en ableiten la^sen , in welchen alle vier Elemente 
von einander als unabhängig Joetrachtet werden. 

9. 

Vergleicht man (he allgemeine Reihe (43) mit den Ausdrücken für 
Vl'^ des Art. 3, so findet man leicht dass 
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(46) Fji = oo8>0^/f)'F(ii.ii+»,»+4,/J«J 



wo zur AbkOnong 



= —4Tr~ri — 



gesetzt ist, also ( — i/J?-«,. dea Bmoiniiialooeffidenten der Poteaz 

— n bedeutet. Es ist hier immer t eine ganze positive Zahl, n kann aber 
jede beliebige /iilü seia. Dieser Aufdruck der V'^Coefficienlen wird nur 
dann ein endlicher, wenn n eine j^nzc negative Zahl ist, durch Anwen- 
dung der ersten Verwaudelungslbrmcl (löj kann man ihn aber in rinrn 
andern umformen, welcher ein endlicher Ausdruck wird, wenn n eine 
ganze positive Zahl ist. Die Substitution dieser Relation giebt sofort 

(47) y±i= H4)'Ä-,,,/f <K)8>(4— /f)--+*F(f+4--il.1— »,f+1,/^ 
welehfis angenschemlich eine endliche Function ist, wenn Iktr n ii^geod 
eine ganze und positive Zahl snbstiloirt wird. Schreiben wir für 1 = 0 
die ersten Glieder hin : 

Wenn n klein ist, kann man aas diesem Ausdruck Vq"' für jeden Weilh 
von ß mit Leichtigkeit berechnen. Die Anwendung der obigen zweiten 
und dritten Verwandehingsformeln würde andere Ausdrucke der FCoef- 
ficienten geben, die ich aber hier nicht anführen will, da äe sich jeder 
leicht hinschreiben itann.' 

Ans den beiden eben entwickelten AusdrOcken fur F^!- kann man 
eine nfltzUche Relation ableiten. Setzt man — n fbr it in (46), so entsteht 

Fit""' = /i„.,,-?"cos->(4— /jT^FC-n,»— tt.t+i./S«) 
setzt man hingegen w + 1 fui n in (17 , so kummt 

in welchen die FFuaclionen einander gleich sind, da man das erste und 
zweite Element einer jeden derselben mit einander verwechseln darf. 
Diese beiden Gleichungen geben 

(4 8) Fi""' = f~4 Vi- . 

welche die VCoetlicienteu für ein negatives n aus denen fUr ein posi- 
tives, und umgekehrt zum.Ibcil, giebt. 

40. « 

Durch angemessene Vecttnderung des vierten Elements der FFuno- 
tionen kann man namentlich in den Fatten wo, wie Uer, von den drei 
ersten Elementen nur zwei von emsnder unabhängig sind, Rektionen 
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findeo, *) die in den oben angcftihrten, allgemeinen nicht enthalten sind. 
Die zwei wichligsteo dieser will ich hier (Ur den vorliegenden Fall ent- 
wi€kefai. Sei 

dann giebt die allgemeine Differentialgleichung (i 4) leichl 

+ {2i+4-(l«+2i>l)i5«jf - »»(»+t')/?F. = 0 (49) 
Setzt man hinein 

so geht sie ttber in 

+ { ii+ 1 - 4(2»i+0 ^+(2.-1) ^} ( Hi?^ ^J^' - 4 («+^^ 
Macht man in dieser e durch die Gleichung 

zw nnahhangigen YerSnderlichen, so wird 

Die Yergteichung dieser mit (U) zeigt, dass ihr durch 

Genüge geleistet wird , wo c eine wiilkuhrliehe Constante ist. Zur Be- 
stimmung dieser dient der specielle' Fall e=0. welcher /?=0 bedingt, 
nnd da in diesem Falle die ^Functionen =: 4 werden , so findet man 
e s= 4 . Sobstituirt man die vorstehende» Ketationen in (46) nad nimmt 
auf die Gletchungen 

e = singt, ß=\%^, i^ = «osy, ^^f^ — cos'ly 
Rttcksichtt so wird 

F?!= i^^xYB^^,^c^^^F(^^^, »+4. sin V) 
Dieser Aosdrock ist für jeden Werth von 8in9 < 4 eine convcrgirende 
Reihe, Air ganze und negative Werthe von n gehen ^dfiche Ansdrttcke 
daraus hervor. Transformirt man die Ff unction durch die erste Yer- 
wandelungsformel (15), so konmit 

• V^', _ ,«-;^eosTF(^, ,•+ 1. sinV) (20) 

welche innerhnlb tkisciben Grenzen Nvie die vorhergehende convcr- 
girende HLilicn giebl. die sich in endliche Ausdrücke verwandeln, 
wenn n eine ganze und positive Zahl und grösser wie i ist. Für i = 0 
entstehen hieraus die beiden Ausdrucke 



*) S. Kwamtr* Al»hafMiiuns. Crttfe'« Journal B. t5. 
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vi"' = cos»-v p + ^^^'q> + " "»•^.V'.y. ^'^' smV + etc. j 

0 = COS 7 1 H Y7i~ ^ i . i < . * — V + 1 

Diese Ausdrücke der FCoeflicieaten büdon die eine der oben angekün- 
digten Relationen, um die andere zu erhalten setzen wir 

in die Gleichung {i 4). die dadurch in folgende llbergeht, 

Maclil iitah iiierin durch die Gleichung 

zur unahtiniigigen Veränderlichen, so ergiebt sich 

+ {M+l-(S»+ii+W}-4f - 8(a+<)(»+»)9'; = » 
welcher durch 

Genüge geleistet wird, und wo eben so wie oben c=^\ gefunden wird. 
Selzl man nun 

sin;) 

so giebt die obige Gleichung zwisciieu und ß 

^'os;> - -tg(4ö«>-i^) 
und die Gleichung (46) geht Uber in 

Y%\ = (— cos-g) cos':p2!;^F(ii+». 2i+4. sin^) 
welche für smp < I stets eine convergirende Reihe ist, und einen end- 
lichen Ausdruck giebt wenn «+i eine ganze und negative Zahl ist. Durch 
Anwendung der ersten Gleichung 15} verwaudell sie sich in 

die unter denselben Bedingungen wie die vorstehende convergirt, und 
in einen endlidien Ausdruck übergeht wenn « — i eine ganze und posi' 
tive Zahl ist.. Für • = 0 ergeben sich daraus ' 

\T -= cos V' cos { 1 + sin y + 1 V+- sm > + u " '^i "t" sin «i» + etc. | 

Es lassen sich noch viele andere Verwandelungen hter hinzufilgen , die 

ich aber übergehen werde, da sie hier keine sonderlichen Vortheile dar- 
bieten, die nicht schon in den vorstehenden euthull4.'a wUrcn. 
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11. 

Die drei Grössen e, ß und 17, oder wenn wir = sinü; setzen, 9, 
k ond j} siod zugleich Null , und zugleich jene = 4 , und diese = 90^; 
Aber dieses Intervall können sie nicht hinaus gehen. Die im Vorherge* 
heoden entwickelten Ausdrucke sind nun vorzüglich für die Falle zur 
Anwendung geeignet, wo 9», h und p sich nicht weit von ihrer unteren 
Grenze Null entfernen, während sie, namentlich wenn n nicht klein, ist, 
imbeqnem werden wenn ip, h und p sich ihrer oberen Grenze nShern. Um 
Ausdrücke zu erhalten, die in diesem Falle bequem werden, muss man 
solche suchen, die nach dou Pülunzeu von cosy, cos und cüs/> lürt- 
schreiten. Mit diesen wollen wir uns jut/t bcischüfligen. Machen wir 
in der allgemeioen Diflcrcntiulglcichung (1 4) durch die Gleichung 

^ zur unabbaogigen Yeränderlicben, so bekommen \> Ii 

ond die Vei^Ieichung mit (1 4) zeigt, dass dieser durch die Relation 

F = cF{a, fJ, « + — y+1, 1—2«) 
Genüge geleistet wird , wo c eine wiUktibrliche Coastaote ist. Es er- 
wächst hieraus die Gleicliung 

^Mr*^ = cF(«./?.«e+/?— y+ 1, 1— Ii») (21) 
deren Realität von der M<{glichkeit der Bestimmung der Constante c ab- 
hängt. Es zeigt sich aber, dass diese im Allgemeinen nicht mOglich ist, 
indem Fälle vorkommen, wo sie sich wie eine Function von z gestal- 
tet, welches vermöge der Art der Entstehung derselben unmöglich ist. 
Die Ursache hiervon ist leicht zu finden, wenn man erwögt, dass jede 
Differentialgleichung der m"' Ordnung m von einander woscnllich ver- 
schiedene particulüre hilei;ralc haben nmss, das lieissl lulegrale die sich 
uicht durch Anhringimg einer Constaule auf einander hinführen lassen. 
Da die Differentialgleichung, von welcher wir ausgegangen sind, von der 
zweiten Ordnung ist, so muss sie nolhwendig zwei von einander wesent- 
lich verschiedene particuUire Integrale iiahen, und die beiden F Functio- 
nen, die Bestandtheile der vorstehenden Gleichung sind, sind in der 
Tfaat solche, da sie im Allgemeinen sich nicht identisch machen lassen, 
wie ihre, Reihenentwickelung za erkennen giebt. 

Da unsere DilfiBrentialgleichung linearisch ist, so kOnnen wir zufolge 
eines bekannten SaUes ans diesen partlculAren Integralen das voUstfln- 

iMmtL 4. K. S. G«. WbMUck IV. 
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dige lol^ral derselbea zusammensetzen. Stellen wir nemlich die Glei- 
chung auf 

ü = cF(a, /?, + <!» F(a. y+ 1 . 1—«^ 

wo e und willktthrliche Constanlen sind, so ist dieser Ausdruck das 
vollständige Integral der Differentialgleicbiing (1 4), naclidem darin ü tür 
F gesetzt worden ist. Aus dem voilsiandigen Integral irgend einer Dif- 
ferentiaiglcichung kann man dadurch, dass man den willkohritcben Om- 
slanlen particulüre Werthc Q;iebt , alle niögliclion particulUren Integrale 
derselben liervürl)ringen. Giebl inan daher den Constanten c und c' in 
der vorstehenden Gleichung irgend welche beslimmte Werlhe , so wird 
U ein particuUiieii Integral der genannten Differentialgleichung. Substi- 
tuirt man im Gegentheii fur U irgend ein particulUres Integral derselben 
Differentialgleichung, und bestimmt darauf die willkuhrlichen Constan- 
ten c und c-' auf angemessene Art, so bekommt man eine Gleichung 
zwischen drei particularen Integralen. In diesen Betrachtungen liegt in 
der Tbat der Grund zu der nach Kummer unter {i 5) angeführten letz- 
ten Verwandelungsformel. Ich habe dieses indessen nur beiläufig ange- 
führt, und werde davon hier keine Anwendung machen, da es besondere 
Falle giebt, in welchen die Gleichung (21) Goltiglceit hat, und es eben 
diese Falle sind, die hier vonnigsweise in Betracht gezogen werden 
sollen. 

Die Gleit lump; (21) gilt allemal, wenn die lieidtm FFunctioneu, die 
darin vorkommen, endliche Ausdrucke &ind , dte nicht unendlich crross 
werden können, denn es ist leicht einzusehen, dns.s ulsihmn die beulen 
Theile hnks und rechts vom Gleichheitszeichen sich durch angemessene 
Bestimmung der Gonstante c identisch machen lassen müssen. Sei zuerst 
in den FFuncüonen 

« = t4-1— », /9 = 1— II. = ti^ 1, « 
dann wird vermdge (2f ) 

(n*) F(»+ i — «. 1 «+ 1 , &n*h) = ü F (t+< — », < — », 2—2», cos»*) 
oder wenn man die Reihen ausschreibt 

wo zu bemerken ist, dass die Factoren, die die Nenner gteich Null 
machen könnten, wenn n eine ganze und positive Zahl ist, »ch immer 
zugleich in den Zahlern vorfinden, und also dagegen veradiwinden. 



« 
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Wenn nun n eine beliebige Zahl ist, so isl c anbestimmbar. Auf 
der lioken Seite ist 

und auf der reciiteo 

Wenn nuü » negativ, oder positiv und < J ist. dann wird, wenn man zu- 
gleich k = 90" setzt, die linke Seile von {22} unendlich j^oss,*} und die 
rechte Seite = c. Es würde also auch c unendlich gross sein mUsseu. 
Macht man, wührcnd n beliebig ist, A = 0, so wird die linke Seite von 
(22) = t , wnhrend der Factor von e auf der rechten Seite unendlich 
gross wird, and dem zufolge c anendlich klein sein mflsste. Nimmt man 
fUr II einen positiven Brach an, dessen Nenner = S ist, so wird lUr 
jeden beliebigen Werth von k die rechte Seite anendlich gross, wilhrend 
dieses mit der linken Seite nicht der Fall ist; man wird also bei der 
Bestimmung von c auf Widerspruche hingeftlhit. 

Ist hingegen » eine ganze und positive Zahl und > t, dann gehen 
beide Bethen in (22) in endliche Ausdrücke Aber, und c Ittsst sich auf 
folgende Art bestimmen. Das allgemeine Glied der linken Seite ist 

— m ~ « . i+i. i-i-i * 

und das der rechten 

IUI kizli ü mit der höchsten Potenz von sin A- uiul bez. von cos/t mulli- 
pUcirleu Glieder eines jeden dieser ])eideu Ausdrücke ist also 

TO = n — I — 1 

Da nun in der Entwickelung von cos*"'fc nach den Potenzen von sin/t 
das Glied, welches mit der höchsten Potenz mulüplicirl ist 

(— Ifsin*"^ 
wird, so bekommen wir sogleich die Gleichung 

K _ r 

i-\-\.i-{-t~.n — K ü»— iTin — 4 . . . «4-1 

woraus 

^ n4-t.n- K+j...8n — a 

i4-<-«4"* • • • *• — * 
folgt. Substituirt man daher (22*) in (17), so crgiebt sich 

y±i= (-1)' Ä-» I^J^ sin*F(i+4-n. 4--», 2-2«,cos»fc) 

weiche aber nur itir ganze und positive ft, welche überdies derUngleieh- 
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heit n>i gontigen» gill. Auf ähnliche Art Gnck t man die folgenden bei- 
deo, nach den Potenzen von cosip und cosp fortechreiteaden Ausdrucke, 

für welche die nemlichen Beschränkungen wie oben gelten. Fttr 4 
werden in diesen Ausdrücken die FFanctionen =^ A , und die Ausdrücke 

für ^+(„-1) reduciren sich also auf die vor den FFnnclionen beündJichcn 
Fatloren. Für » = 0 ergeben sich die lolgenden Ausdrücke 

= : ™^ » ! ' - "t^."" V + "-.V .11*5^ ^ V + cic.j 

Auf die ncniliclio Art k;inn luaii Ausdrucke ableiten, die blos Gelding 
haben wenn u eiiic tjan/.e und iie;^ulive Zahl ist, man gelani^t aber durch 
Anweiuluiii: drr ersten Gleichuug (15) leichter dazu. Sul)stiluirl man 
darin die obigea drei Ausdrücke für V'"], so bekommt man sogleich, 

»'P" = -^.It^-i-" • FP— . — . -«». «»**) 

»'l. — f—» . . SSfis?*^ V • ' » * j . cos 9^ 

'±< — iin - i . t . . . n-i • cos"<, cos 'p*^ l,* »»nr» 2 ,CO»-p^ 

wo n>t die Grenzbedingung von n ist. Für n - - » worden wieder die 
/-'Functionen ~~ 1, also reduciren sich die Ausdrücke für V'ln"* auf die 
vor den /' Functionen behndlichen Factoren; für i — 0 bekomml mau 

= r-^.t— <^osV+s.,.,„.,.2„.iCosV + etc.J 

4 iiH-l.n+t...äN 4 I n s • 8.n.B-4 i_ , 3.6.». «-1 . n-S -_„6„j.«.#^ l 



1 1^ 

Durch Anwendung der zweiten uiul dritten der Verwandelungsfor- 
nieln (15) kann man die im \ orlierirehenden entwickelten Ausdrucke 
auf solche hinfuhren, die nach den Potenzen der Tangente oder Cotan- 
gente irgend eines der Bögen y oder p fortschreiten; ich werde je- 
doch davon hier nur die beiden von cotg p abhängigen Ausdrücke ab- 
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leiten. Setzt man die dritte Gleichung (15) in die beiden von cosp 
abhangigen Aosdrttdce des vor. Art., so kommt sogleich 

V'"' [-U* « 3..8ri— 8 _co8"v_ pf^^Ji 2i+< 8-an p^tir^iA 

'±1 — g.-r < j n_f f OS"-'!! »lDj> \ a • * ' 2 ' ^^^tS t J 

Diese sind zwar unendliche Reihen , aber sie gelten demungeachlet un- 
ter den für n im vor. Art. aufgestrilten Bctiingungoii . weil die Ilclation 
(15) die ani^ewundt worden ist, luii sie zn erhallen, in allen Füllcti gilt. 
Die vor.slelienden AumIi u« kc besil/i-ti die Eigenschaft .' dass in den un- 
endlichen Reihon -ciorselben Ii nur in den Nennern der (locfticienton vor- 
kommt, je mr(>>si'r daher n ist. desto mehr weidrn die ('ot'tiicienlen 
abnehmen, weshalb sie sich besonders in den Füllen , wo n sehr gross 
ist. zur Anwendung eignen. Wenn colg ;) < 1 ist convergiren diese 
Reiben, aber wenn diese Ungleichheit nicht erfüllt ist, so findet die Con- 
veigenz nicht mehr statt. Der Umstand aber, dass it nur in4en Nennern 
vorkommt, bewirkt dass in den Fallen, wo cotgp > 1, und dabei n hin- 
reichend gross ist, die ersten Glieder abnehmen können, so dass diese 
Reihen den Character der sogenannten halbconvergircnden annehmen. 
Es ist jedoch hiebei zu bemerken, dass der Umstand, dass die N^ner 
nach und nach die Factoren J — 2», 3 — 2», 5 — 2«, etc. bekommen 
hemmend auf die Abnahme der Werthe der Goefficientenr wirkt, und die 
Reihen daher, als halbcbnvergirende betrachtet, keine sonderliche Ge- 
nauigkeit geben können. Ich fllge hier noch den ersten Ausdruck fur 
t = 0 ausgeschrieben hinzu. 

• ■ ■ ♦ 

. • -13. . - 
Es ISsst sich .ftlr grosse n .ein» .andere halboonvergirende Reihe 
geben, die grössl^re Cönvei^enz besitzt wie.die vorstehende. Diese will 
ich jetzt entwickeln, werde mich aber nur auf den Fall t = 0 beschran- 
ken, da dieser es ist, welöher vorzugsweise 'zur Anwendung kommt. 
Nehmen wir die Gleichung (1 9j vor , wdcfae lUr i = 0 in folgende 
übergeht. 

Zufolge des V orhergeheaden erbalteu wir, wenn hiedurch F bejitimmt 
worden ist, 
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Auf die vorstehende Differentialgleichung werde ich nun dieselbe 
Methode, jedoch mit den im gegenwärtigen Falle not ii wendigen Abdn- 
derimgen, anwenden , durch welche ich in den »Absoluten StAmngen 
elc.« die /Functionen in eine bnibconvergirende Reibe verwandelt habe. 
Ba mm» vor allen Dingen in. dem zweiten Gtiede dieser Differen- 
tialgleichung daa mit « mnltiplicirle Glied fortgeschaffl werden, und man 
findet leicht auf directe Art, dass dieser Zwedc durch die Substitution 

F— ^ 
— (1 

erreicht wird. Führt man diese aus, so bekonunt man 

und in dieser befreit man das erste und letzte Glied von wenn man 

• = '08/15 

setzt, und u zur unabhängigen Vertlnderiicheä macht. Es ergiebt sich 

44. 

Die eben gefundene Gleichung stelle ich wie folgt 
(23)- g^4A'L = -^^-L 

wo 1 = n—^ 

ist, und integrire sie vorlttufig indem ich die rechte Seite gleich Null 

setze. Dadurch wird 

(2*) = + 

wo ip und w* die wilMhrlichen Constanten sind, und e die Grundzahl 
der natttriichen Logarithmen bedeutet. Das Integral der vollständigen 
Gleichung erlangt man nun dadurch, dass » und w* veränderlich gösetst, 

und als Functionen von u betrachtet werden. An sich liefert die Lösung 
dieser Auft,'abe nur Eine Gleichung; zur Bestimmung der beiden Grössen 
w und ir\ iiiiil rii III kann daher die eine derselben willkululich anneh- 
men, oder vicliiu hr eine wilikührlicho Bedingung einliihren. In den ge- 
wöhnlicher) I n fügt man die Bedingung hinzu, dass das erst« DifTe- 
reatiul der abhUugigen Veränderlichen dieselbe Form erhalten soll , wie 
in dem Falle, wo die willkilhrlichen Constanten unveränderlich sind. 
Diese Bedingung wUrde aber hier nicht zum Ziele fuhren, ich werde sie 
daher nicht anwenden, sondern statt dessen, ahnlich wie a. a. 0. die 
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Bedingung aufstellen, dass nach der SuLstilulion von (24) in (23) die 
Coeflificntcn der mit c*^ und c**^ nmUiplicirtou Glieder, jeder für sich, 
glcidi Null sein sollen. DilTcrentiirt man nun (2^4), und subslituirt sie in 
(23 , so bekommt mau mit Zagraadelegung dieser Bestimmung fUr die 
Bestimmung von w und folgende Gleichungen 

•*| A, T w I g^f ß ^ w 

Da diese Di (fcrcntialgleichungen zweiler Ordnung sind, so wird ihre vnll- 
sl<indige Integration vier willkuhrhche Constaoten einfuhren, welche 
aber noth wendig nach der Substitution der durcb diese Inie^iatiooeo 
erlangten Wertbe von 10 und ic^ in (24) zu zwei Coastanten sich zusam- 
men ziehen müssen, indem der Ausdruck von L nur zwei willkührliche 
Gonstanten enthalten kann. Hieraus folgt, dass wir nur nöthig haben 
von jeder der beiden vorstehenden Gleichungen ein particulAres Inte- 
gral zu ermitteln, welches Eine willktthrliche Constante enthalt. Aber 
diese Gleichungen sind linearische, in welchen kein von « und bez. 
unabhängiges Glied enthalten ist, wenn man also zwei Functionen 

w = fu, = Ftt . 
kennt, die ihnen Genttge leisten, so leisten auch die Ausdrücke 

w = cfu, w* = <^Fu 
wo e und c* willkahrliehe Constanten sind, ihnen Gentige. Hieraus foli^t, 
dass man den obigen Gleichungen nur Genüge zu leisten braucht. Fer- 
ner geben die obigen Oleiehungen zu erkennen, dass wenn der ersten 
derselben durch folgentlcu Ausdruck Genüge geleistet wird, 

fr=.Ci+^ + 5 + 54-etc. 
wo C|, etc. Funclionen von u sind, die kein ). enthalten, so wird der 
zweiten noihwendig durch den folgenden Ausdruck Genüge geleistet, 

Man braucht alsM) nor der .ersten derselben GenOge zu leisten, und ei^ 
halt dadurch zufolge des Vorhergehende die hier erforderlichen par- 

ticularcn Integrale beider. 

Die Gleichung 

kann vereinfacht werden. Setzt man 
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woraus vermöge der Relation u = log 



1^= vTR? 



I 

folgt, 80 geht sie aber in 

Wenn man hierin deu obigen Ausdruck 

60 + ^ + 5 + 5+ etc. 

subBtituirt, so bekommt man, da die GCoeAidenten kein X enthalten sol' 
len, allgemein 

mit Ausnahme von 

^^^^ r - 0 

«Hieraus kann Tnen nacli und nach alle C Coefficienten bestimmen. Der 
Gleichung fUr 6« ist durch 

Co z 

Genüge geleistet; hiemit giebt die allgemeine Gleichung 

dc, ^ r ^ ** 

Welcher dorch 

Genüge geleistet wird. Die Substitution dieses Werlhcs in die allgemeine- 
Gleichung giebt 

welcher durch 

Genüge geleistet wird u. s. w. Diese- Werthe geben schon die allge- 
meine Form dieser Goefficienten zu erkennen. Wenn • 

■ i eine grade Zahl 

ist, darin wii d " " ^ ' 

wobei der particulfire Werth C^ = z ausgeschlossen ist. Wenn 

t eine ungrade Zahl 

ist, darni wird 



16i /T+p^ ^"(»•-t-*^ -1- + »• 
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SobstHoirt man diese Ausdrucke in die obige allgemeine Gleichung, und 

vergleicht die Coefncieolen der verschiedenen Poleuzen von z mit ein- 
ander, so ergiebl sich 

\) tur \ gl ade 

etc. bis 

244*+*' = 256 X' + 25il? - 128iir*» 

2} fur f ungrade 
3«(»+<)4ii^-{2i+4)M£_i 
32(i-<)i£:? = 46(f-<)MfLi + (2«-3)Mi!L 
32(i— 3)lStS = 46(i— 3)'iiU+ (2i— 
etc. bis 

64 4"^'' = 644' + 9 
Durch Hülfe dieser Gleichaogeii und mit Zuziehoog des Werthes 

kann man nach und nach so viele Coefiicienfen berechnen wie man will. 
Die ersten, mit Weichen man wohl stets ausreicht« habe ich wie folgit 
gefandein: 

iM) < Aiy. _ 9 .(S) TO % .(*) _ 3 675^ 

Ax — = j ; — MJ » •''5 — ^096 ' iii » * 6t4«88» 

M) _ 578 " 59 885 AH) 1865 87 ^ 

»•7a» » ^ 4I»4>»4 ' 4»1«7« » <»»»4» 

jM a 40t 845 4(6) «87 865 .(«} ^ 383 . Jf) n7 9T2 9Jr>^ 

" 268435 456'. 46 777846' ~~ «048576' 8447 483648 ' 

^(7) 48»H86» . j(T) f»«»S5 AT) 1S4T 

868US4B<> 4»?77246' t0»94»» 

Die oben angewandten Substitutionen waren, wenn man cosqp 
durch fi ausdrückt 

da nun hieraus 
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bervoi^ht, so eigiebt sich 

C=«,^|."rSI= + + § + 

WO e und die beiden wUlkttbrlicfaeii Gonslanteii, und 

* 5i4«88 '38 768 

^ — ( 119* 30* ^ + Iii 07a * + 161*4 * i V < +i3 
^1 a684aS456^ + 4« 777*1« T 1048 57«*^ 

^ _ ( 57 97«9«5 ^,3 18sJi5r,1^^o ^96jm_ _ « 547_ | /J-rT-i 
^7 |* 1*7 48S648* 26« 435456'^ ' 16 77124«'^ 10^7 4Bt | » ' Xl* 

etc. 

Man kann dioso AiisilrUi ke für die RecliauDg geeigneter macheo , wenn 
man q> eiafuliri, man ünUct leicht 

und 

vr « cosV colg^iS^—iv) + ^ + § + ^ + cic. j 
+ c' cos > tg ^ 4 5»— 4 V : I - — A + ? — p ± etc. j 
An der Grenze 0 wird dieser Aii.sdruck unbr;iuchbar, weil dann 

z — oo wird, an der Grenze (p =^ 90" scheint er unbeslinirnt zu wer- 
den, weil dann colg(4ä'' — ^(f.) = oo und cosy = 0 wird, aber der 
obige Aasdruck durcli ^ zoigi, dass alsdann V^"' = 0 wird, man kann 
also den vorstehenden Ausdruck bis an diese Grenze anwenden, und 
zwar ftir desto kleinere Werthe von A, je näher tp dieser Greoze li^;t, 
weil dann t klein wird. Wenn ip sich wenig von der noferen Grenze 
Null entfernt» dann giebt dieser Ausdruck für kleine Werthe von X nur 
geringe Genauigkeit, aber diese wachst, so wie X grosser wird, und 
kann auch in diesen Fttllen, wenn nur X hinreichend gross angenommen 
wird; zu jeder beliebigen Grenze gesteigert werden. Der Umstand, dass 
für dieselben Werthe von A oder » die vorstehende Formel fitr kleine 
Werthe von <f> geringere Genauigkeit giebt, wie lUr grössere, gleicht 
sich dadurch in der Anwendun^^ aus , dass man in diesen FÜlendie obigen 



Digitized by Google 



EimviciuirnQ ms Pioducts Bimik Potuz beb Radius Ybctobs n. 8, w. 207 



endlichen Ausdrücke oder die coovergireaden Reihen ohne Unbequem- 
lichkeit filr grössere Wcrthe VOQ n anwenden kann. Die Grösse z nimmt 
schon für kleine Werthe von rasch ab , wie die folgenden speciellen 
Werthe zei^ 

q>=.0 giebt z= ao 

^==1» „ Z=:- 10.70 
y==8» „ 7.57 
^ = 3* „ z= 6,18 
9>=:=:4» z = 5,35 
q>^^ „ z^ 4.78 
etc. 

Ich bemerke noch hiezn, dass das Ver&hren, welches ich eben 
auf F«*^ angewandt habe, mit geringen Abänderungen auf jede Function 
y von » angewandt werden kann, die sich durch folgende Differential^ 
gleicbung darstellen lasst, 

wo P, R, S, T Functionen von x sind. Denn die Transformationen, 
die ich eben auf die Gleichung (23*) angewandt habe, lassen sich allge- 
mein mittelst bekannter Satze auf die vorstehende Gleichung anwenden. 
Nur ist hiebei zn bemerken, dass wenn ausser n in den Goeffidenten 
dieser Gleichung grosse Zahlen vorkommen, die Convergenz der halb- 
convergirenden Reihe sehr gering, und sogar illusorisch werden kann. 

16. 

Um die beiden willküiii liehen Constanten c und r ' zu bestimmen, 
werde ich die ersten Glieder des Ausdrucks von V'o"' auf eine andere 
Art, die keine willkührliche Contilanlen zulüsst, bestimmen. Der Aus- 
druck des vor. Art. von F«"' durch ß giebt mit bioser Rücksicht auf diese 
Glieder 

und es ist leicht zu ericennen,' dass diese Functionen von ß sich in kei- 
nem der übrigen Glieder wiederholen. Denselben Ausdruck werde icji 
jetzt durch das bestimmte Integral 

soeben, Da 
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ist, weou € die excenlrische Anomalie bezeichnet, so wird 

Sei , 

wo e die Gnindzahl der nattirlichen Logarithmen , und ti eine neue ver- 
änderliche Grosse ist. Setzt man nun 

so durchlauft » das Intervall von « = 9 bis t» = 0, wahrend s das In- 
tervall von 8 = 0 bis « = durchlauft. Macht man daher im vorste- 
henden Integral « zur veränderlichen Grösse, und kehrt das Zeichen 
desselben um, so luiiss os von 0 bi« ^ genomuiea werden. Die Glei- 
chung zwischen 6 und u giebt 

p * 

oder wenn man die ExpunentialfuncLionen innerhalb der Klammern in 
unendliche Ueilien auflöst, 

Bin« — ^ jc ji 4,* 1+6 3* P + «oP + ®"'*| 

Substituirt mau diese Ausdrücke, so wird 

'^o — rj^Jo I V T + 6 Ä' Ts/» i* + «0 > + Li^- j 

Man kann diesen Ausdruck vermittels! boknnnter Snize durch unend- 
liche Reihen vollsiandig integriren, und die Reihen, die man auf diese 
Art erhalt, sind vollständig convergurende, aber sie enthalten X auch zu 
positiven Potenzen erhoben, und sind daher fUr den Zw^ck, der hier, 
verfolgt wtM, nicht dienlich. Ich bemerke aber, däss Je grösser A wird, 
desto mehr sich die obere Grenze desintegrals dem .Uneiidlichen nähert. 
Integrirt man daher von 0 bis 00', so wird nian zwar keine vollständig 
convergirende Reihe bekomnien, abei* eine solche die äich einer con- 
vergirenden desto mehr nähert, je grosser A oder n wird, das ist eine 
halb convergirende Reihe. Denn der wesentliche Charakter einer, halb 
convergirenden Reihe besieht darin . dass sie sich am desto mehr einer 
vollständig convergirenden nJlhert, je mehr ein darin vorkommender 
Parameter sich, einer gewissen Grenze, gewöhnlich dem Unendlichen, 
nähert. 
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Vergleicht man nim den eben erhaltenen Ausdruck Air Vi*^ mit (S5)» 
so ei^ebt sich sogleich, dass man um das erste Glied desselben zu er- 
halten, unter dem Integralzeichen nur die Glieder aufnehmen darf, die 
nach der Reihenentwickelung unabhängig von ß sind, so wie dass Glie- 
der von der Form des zweiten Gliedes in (25) gar nicht vorhanden sind. 
Die Reihenentwickelung des vorstehenden Ausdrucks gtdbt mit bioser 
Rucksicht auf die genannten Glieder, 

und also da 

ist, 

Die Vergleichung dieses Ausdrucks mit ;2öj gieht 

I / ^ 4617 \ 

c* = 0 

und es wird daher schliesslich 

^0"' - cos> tg\45«+ i<t]\z + ^ + S + § + ^ ic-l 
wo * ^ — iäfiP + «iirTA» + e'c. 

und t, C,, C,, elc* die oben gegebenen Werthe haben. 

17. 

Der eben filr Vo"^ gefundene Ausdruck gilt lUr jeden positiven Werth 
von », vorausgesetzt dass dieser hinreichend gross ist, um die gewünschte 
Convergenz oder den gewünschten Grad von Genauigkeit zu erhalten, 
(tir negative Werthe von n hingegen wird er wegen -/l imaginär; es ist 
also noch fUr diese Fälle der analoge Ausdruck zu entwickeln. 

In allen durch die unbestimmten Integrationen erlangten Aus- 
drücken darf man ohne Weiteres «^n statt n setzen. Wir bekommen 
daher aus dem Art. 1 5 

oder 

= öSTv ««'(iS"-*»)!' - f + ^ + e«e.j 
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wo z und C|. eU;. (tieselben Ausdrücke babeo wie vorher, aber 

ist Die ersten Glieder dieser Ausdrücke werdea der Gleichung (25) 
antlog. 

Es ist nun auch 
und 

7=^^^(H2i?cos/-+^) 

also 

Setzt man hier 

so durchlttufl v das Intervall von 

= 0. bis 1^ = p = r^/Alogl^ 
wahrend f das Intervall von 0 bis durchlttnft. Man bekommt 
daher auf dieselbe Art wie oben 

Wendet man bei der Integra lion dieses Ausdrucks dieselben Schlosse 
an wie oben, so werden die ersten Glieder 

und die Vergleicbung dieses Ausdrucks mit (25*) giebt 

und man hekoDiml schliei^slich 

= irs^i5>'«'(«°+ 1») + I + + elc.} 

wo » — ^— 1557? + tiim7* + 

ist. Es ist zu bemerken, dass dieser Ansdrudc aus dem obigen (tor po- 
sitive Werths hervorgeht, wenn man darin 1 in ^ und cos in sec 9 

verwandelt. 
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Entwidtelanif der Siimsse and Coiiniisse der Vidfaehen der. vpahren 
AnoDielie in Reihoi ^ die naeb dea Sinussen und Gosiniissen der Vid- 
faehen der exeenlrisclien Anomalie fortsehreileny und umgekehrt. ■ 

18. 

Ehe ich xu diesen Entwickeluogen ins Besondere obergehe, werde 
ich eioigo Stttze ableiten, die Ibr solche im AllgemeiDen gelten. 

Seien f und e irgend zwei Bögen oder Winkel, zwischen welchen 
eine solche Kelation statt findet, dass die Diffsrenz f — « eine periodische 

Function von f oder e ist, die in eine convergirende, unendliche, nach 
den Sinussen luiJ Cosinussen der Viclfaclien von /'oder e fortschreitende 
Reihe entwickelt werden kann. Ich nehme liberdies an, dass diese Re- 
lation rcel, d. h. frei von imaginären Grössen sei. Nennt man die zu /' 
und e gehörigen imaginären Exponentialfunclionen bez. xuady, nemlich 

wo c die Grundzahl der natürlichen Logarithmen ist , so kann man ver- 
müge der angenommenen Relation zwischen f und e setzen 

(v )'• = iO» (*«) 

(Ij' - il: S!^, (26-) 
WO h und h ganze Zahlen, ii und i -.Ann- beliebige sind. Die erste dieser 
Gleichungen gicbt durch MultiplicalioQ mit y^, und wenn man ^ » 
macht, 

und eben so giebt die zweite, wenn man i^k^ f* macht 

= Sti (28) 
In diesen beiden Gleichungen sind « und beliebige Zahlen, die aber 
dergestalt von einer abhAngig sind, dass die Differenz t — ju stets eine 
ganze' Zahl ist. 

Sei Jl2!|!!i der Werth den llj^^ annimmt, wenn man darin — /^i 
statt schreibt« denn geht durch diese Substitution die Gleichung 

(26] in folgende Uber 

Substituirl man nun die Werlhe 

cos u\ -f . sin /#/ 
y' — cüsw +/^.sinte 
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in (26) und in die vorslclionde Gleichung, uad addirl und subtrahirt 
hierauf diese Gleichungen, so ergieht sich 

+^(«;^.+ 'CU /C+ »I^ö cos2.+etc. 

++(iCM-'<+i-iC.+ iCt) riD. 

. BiM/^)=*{i»;'_«:")+i(Ä;:;,_fl:j; + 

' + i («;;+.- n!.5 + «!ri,- cos 2, + eic. 

+ } («ä, + »S'»- V - 1 -in 2« + elc . 

Da anjzcnomincn wiirdo. dass die Relation zwischen f und * recl ist, so 
folgt aus den vorslehenden Ausdrücken, dass nothwendig 



sein muss, wo A,^ und It^ reelle Grossen sind. Es ist an sich klar, 

dass die Form der SCoeffictenfen die nemliche sein muss. . 

Substituii l man die Ausdrücke ^29) in die für cos f4 \J' — *) und 
1 t>n\fi(f — so bekommt man 

cos^(/*— «) =^A^' + ^Ä^i + A^^Zi\ cos* + \a^u+2 + A^.nl.2^ cos2f + eic. 
sin fi{f — 1) = Ä^*' + + //,._,} cos« + j/^jj + fC-s\ cos 2* + etc. 

Durch Multiplicalion mit cos /ms und sin/ie. und durch Addition und Sub- 
traction ergeben sich hieraus die Ausdrücke von cosfif und smfif, und 
tthnliche Ausdrücke bekommt man Air cos it und sin ie durch die Cosi- 
nusse und Sinusse von /ff. 

Wenn die zwischen f und e statt findende Relation so bescbafön 
ist» dass in der Reihe fttr f — « nur die Sinusse der Vielfachen von foder 
« vorkommen« dann muss nothwendig 



sein, und es wird daher 
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Die obigen Ausdrücke gehen in diesem Falle über in 



cos f${f^) = Bl^ + 

sin fi (J—f) = 



^ + B!;:Lt\ cos« + jj^ + ^1 cos etc. 

sin. + sin2e + elc. 

und ebenso bekoinnii man 

^ cos i («— = + { S^-i + -Si^-i ! cos /•+ j S^^j + S%t\ cos 2/"+ etc. 
8iii«(«— /)= }S*^^ — siii/'+ j^;^— S^Ltj sin2/'+etc. 
Wenn ft und t ganze Zahlen sind, so bekommt man hieraus 

co^ fif^ /C + j/i,"^ + lt\\ cosf + 4- /f-.j cos 2^ + etc. 

cosw= Si'^ + jsi'^ + cos/" + jsS;^ + cos 2/ + etc. 
sin M = jsi'^ — j sin /• + jsi'^ — S^i j sin 2/- + etc. 

19. 

Hultiplicirt man die beiden Gleichongen 

(-")' = i-±; «:;• r' 

Seite Air Seile mit einander, so wird im Product die linke Seite gleich 
Eins, und die rechte Seite giebt folgende Bedingungsgleichungen 

1 = + «,^1 /f^i + if^j + etc. 

+ fl;r!,/e, + c«r. + etc. 

+ Ä^, + ü^, + etc. 

0 = etc. 

Snbstituirt man die Ausdrucke (29) in die erste dieser» so ergiebt sich 

i = (Ar)'+(^^^,)-+'(A'';,y+etc. 

welche zu erkennen gicbt, dass jeder der A und ß Coeflicienten kleiner 
als Eins ist, wenn nicht alle bis auf Einen gleicb Null sind, in welchem 
Falle dieser gleich Eins wird. Es zeigt sich ferner, dass in dem Falle, 
wo alle Coeliicieulen gleich Null sind, die genannte Eigenschail sich 

I. 4. R. 8. Ges. d. WiMdueb. IV. 16 
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unmitlrlhai auf die /M^oofficienten bezieht. Durch die Substitution der 
Auisdrucke (29) in die zweite vorstehcode Gleichung zerfallt diese in 
zwei, wovon die folgende die eine ist, 

0 = aJT' aJÜi + A^i + 4- etts. 

+ A^i A^t + A^_i + A„_i + etc. 

Diese Gleichung zeigt, dass in keiner Entwickelnng der Gattung, die 

wir hier untersuchen, hm (er positive, oder lauter negative Coefiicienten 
vorkommen können, sondern »las.^ stets {)Ositive und negative Cocflieieu- 
ten vorhanden sein müssen, den Fall ausgenoiimico, wo alle Goetiicien- 
tea bis auf Eiaen derselben verschwinden. 



SO. 

Haltiplicirt man die Gleichung (26) mit y^dt und intQgrirt sie von 

bis +;r, so wird, weil h eine ganze ZabI ist, 

aber die Gleichung jf = ^ gtebl djf = y/^M, also 
und eben so giebt die Gleichung (26*) 

welche Geltung haben, wie auch die Zahlen /» und t beschaffen sind.^ 

Seien jetzt ^ und t ganze Zahlen, und 

dann geben die vorstehenden Gleichungen in folgende Ui>er 

c 



und durch die partielle Integration geht die zweite dieser Uber in 
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Yer^^ik^ichl man diese mit der ersten, so erhält man die ilelatioo 

in welcher aber /$ und t gleich Null eine Ausnahme bilden. 

Wenn man also für alle Wertbe von ft die AGoefficienten berech- 
net hat, so bekommt man durch diese Relation, mit Vorbehalt der an- 
geAlhrten Ausnahme, alle SCoeflicienten, d. h. die CoeiBcienteQ der ent- 
g^ieogesetzten Enlwickelung. und umgekehrt. 



21. 

Von nun an soll f die wahre und « die excenlrische Anomalie, so 
wie X und y bez. die diesen Anomalien zugehörigen imaginären Expo- 
nentialfunctionen bedeuten ; es haben bekannth'ch diese beiden Winkel 
die Relation zu einander, die oben allgemein zwischen f und e voraus- 
gesetzt wurde. Aus der bekannten Relation zwischen f und e zieht man 
leicht 

* = (30) 

wo, wie vorher, = tgi^ ist. Für irgend einen Werth des Exponen- 
ten ju ist also 

^=ir(<-/*)-'(<-f)' 

Da nun 

(1 _^)-. = 1 + + ft^t' + «t^*^ /J-y» + etc. 
80 ergiebt sich, wenn man 

af^—säf^y^ . (31) 

setzt, 

< =i-$^ +'^^ - "'ir^Ür' ^ ± etc. 

etc. 

etc. 

Der imaginäre Theil. den im Allgemeinen die /iCoedicicnlcu zufolge des 

Vorhergehenden liaben, ist in diesem FaUe gleich Null, uud es ist daher 

16' 
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jeder /iCoeHicient kleiner wie Eins, ausgenommen für — 0, wo sie 
alle ausser bS^^ gleich Null werden, und iC^ = 1 ist. Dem zweiten Salze 
des Art 19 gemfiss sind hier negative, und positive jRCoefficienten vor- 
handen. « * 

22. • 

Wenn /et keine ganze Zahl ist, so besteht jeder /JCoeßicient aus 
einer unendlichen Zahl von Gliedern und die Anzahl dieser Coeflicienlen 
ist zu beiden Seiten von jR^^ ausgehend unendlich gross. Wenn hinge* 
gen /» eine ganze Zahl ist, so zeigen die Ausdrucke des vor. Art., d|ss 
alle itCoeflllcienlen aus einer endlichen Anzahl von Gliedern bestehen, 
und dass die Anzahl dieser CoeflScienten zur einen Seite von < aus- 
gehend endlich ist. 

Sei eine ganze und positive Zahl, da die FlUle, wo fi ganz und 
negativ ist, hieraus von selbst folgen , dann zeigen die Ausdrücke der 
il Coefficienten des vor. Art., dass die bei iC^ abbrechen so, dass 
in keinem derselben der untere Index nouativ werden kann. Die zu 
Ende des Art. 1 8 aufgesleUien allgemeinen Reihen werden daher in uq- 
senn Falle 

cos ftf = BI^^ + Uli ' cos e + Äj*' cos + cos 3* + etc.. 

antif= üf^ sin« + i^^ sin2« + sin 3« -|> etc. 
woraus hervorgeht, dass die Entwickelnng von siaftf dieselben GoelB- 
cienten hat wie die von cos fif 

23. 

Lust man die Gleichung (30) in Bezug auf y auf, so kommt 

Dieselbe Gleichung geht aus [30; hervor, wenn man darin x und y mit 
eiuuuder vurtauscht, und — ß statt ß schreibt. Setzt mau daher 

so wird 

(32) s^U = {-^YI^%^ • 

es mag k positiv oder negativ sein. Die Gleichungen des Art. 4S gebea 

demzufolge 

cos/te = + illr* + Äf^co8/'+ Äf^cosÄf T F^^toaZf± etc. 

sin fie— J iljf ' sin f ± «i"' cos 2f 4: iC' «in 3f + etc. 
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wo die oberen Zeichen für ein grades, imd die unteren fUr ein ungrades 
§1 gelten. 

Also auch in den Enlwickelungen von cos/i« und sin/M sind die 
Co^cienlen dieselben wie in den Entwickeiungen von cosjwf und 
sin^, nur haben sie abwechselnd das entgegengesetzte Zeichen. 

84. 

Aus der Gleichung (32) folgt 

da aber hier augenscheinlich 
ist, sö giebt der Satz des Art. 20, 

in nnserm Falle wird also 

/t;;^ = (_iy-i./j;'" (33) 

Diese Gleichung ist eine iipecielle Relation zwischen den ACocfTicienten, 
and ist von grossem Nutzen, wenn man für — 1 , /t = 2, — 3, etc. 
diese CoeUicienten zu berechnen hal. Denn nachdem man durch irgend 
eins der weiter unten anzugebenden Verfahren diese fUr die Falle be- 
rechnet hat, wo der untere Index dem oberen gleich, oder grösser ist, 
so giebt die obige, einfache Gleichung alle Coefficicnten, in welchen der 
untere Index kleiner ist, wra der obere. Hievon ist jedoch , wie schon 
oben angemeikl würde, der Werth /» = 0 ausgeschlossen, weil die 
Gleichung für diesen FaU nicht gilt. 

25. 

Um andere Gleichungen zwischen den UCoelTicienlea zu erhalten, 
bemerke ich zuerst, dass man durch Hülfe der Gleichung 

unmittelbar eine Gleichung zwischen vier AGoefficienten ableiten ktfnnte, 
die ich jedoch weglasse, weil sich zweckmflssigere finden hissen. Das 
Differential der vorstehenden Gleichung giebt 

und die Gleichung selbst 
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bteranE folgen die beiden Gleichungen 

Substiluirt man Uicrm die Gleichungen 
so beiconunt man 

die den Ueberg^ng von den ACoellicienton der Potenz ß zu denen der 
Potenz zeigen, von welcben jedoch nur die zweite jBlels diese ans 
jenen mit der erforderlichen Sicherheit giebt. 

Wenn man die ACoeflicienlen lUr die Werihe fi— 4 . /i= 2, ^=3, 
etc. zu berechnen hat, so kann man auf folgende Art mit Leichttgkeil 
und Sicherheit verfahren. Die Gleichunj^ .iO giubt, wenn man den Nen- 
ner derselben in eine unendhche Reihe auflöst, 

« = (y— Ä(i4^+/J'^+/J"y'+ etc.) 

Hieraus , so wie aus den allgemeinen Ausdrücken des Art. Sil ftar die 
ÜCoelticienten folgen, 

die zur Berechnung dnr Coeflicienten für /i = 1 dienen. Nachdem man 
diese berechnet hat, bediene man sich der zweiten Gleichung (34) zor 
Berechnung derjenigen CoefBcienten iUi> ^=2, ^«=3, etc., in welchen 
der untere Index nicht kleiner ist wie der obere, und der Gleichung (33) 
für die ttbrigen, mit Ausnahme von t— 0, fbr welche diese nicht gilt. 
Setzt man aber 1 = — 1 in die zweite (34), so wird wegen ÜÜ^ == 0, 

(35) ijf> = -^-»<^« 



und diese dient endlich zur Berechnung der üfT^ 
Da 

ist, so fuhrt die Entwickclung von g-^ auf dieselben CoefBcienten wie 

die von .r+^, nur euLhalt jene blos die negativen Potenzen von y. Mit 
andern Worten aus 
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erhalt man flOgkicb 

und ebenso verhüll es sich mit der entgegengesetzten Entwickelung. 

8«. 

Wenn man nur für einzelne Werthc von /i oder für andere wie 
ganze Werthe die Coeßicienten zu berechnen hat. oder wenn man die 
nach den liegein des vor. Art. ausi<efülirle Rechnung ein^r Cnnlrolle 
untenverfen will, so kann man sich de.s folgenden Verfahrens hinhenen, 
wetche.s auf ähohche Art wie im vor. § die Verbällaisse dieser Coelü- 
cienten durch Keltenbruche giebt. 

Setzt man t<|- i statt »in die erste Gleichung (34), und eliminirt dann 
zwischen dieser nnd der zweiten (34) den Goeflicienten so kommt 

/?»li'^- [i+4~/*+ (t> <i + + <2 = 0 (.36) 

welches eine Gleichnng zwischen je drei auf einander folgenden, einem 
und demselben Werthe von fi zugehörigen ü Goeflicienten ist. 
Sei uuu lOr positive Werthe von t 



f< ^ ^^^^ = ra^^'Vi Bing, 
dann geht die Gleichung (36), nachdem darin statt i gesetzt wor- 
den ist, über in 

und es entstehen, gleichwie im vor. §, die Kettenbi uciic 
I I 

4— ^ 



etc. 



4— OlC. \—2t^^i_^ 

I— «le. 

wo^n stets der folgende aus dem vorhergehenden durch Hinzulbgung 
Eines Gliedes entsteht. 

Hat man hieraus die fi und daraus wieder durch die Gleichung 

die berechnet, so wird schliesslich 
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Um die Grenze zu finden, nach welcher die fi hmstzebeo, ver&hre 
ich wieder wie oben. Es wird 

Aoo = 4 sin '9) 
0 = 4— + «n»9> • 

woraus 

= sec=4fp 

hervorgeht. Es hat also Iu(m' di^nsnllx'n Grrnzworth wie oben, bei der 
EatwickeluDg der positiven Potenzen des Badius Vectors. 

27. 

Um die Verhältnisse der i^Goefficienten, in welchen der untere In- 
dex kleiner ist wie der obere, durch Kettenbrflcbe auszadrucken, be- 
merke ich, dass aus den Ausdrücken dieser Coefficienten Im Art. 21 
hervorgeht, dass man diese ans jenen erhalt, wenn man in den Aus- 
drücken der letzteren — fi statt ft schreibt Man braucht daher nur die- 
selbe Yernnderang mit den Ausdrücken des vor. Art. vorzunehmen, um 
die verlangten Kcttcnbrttche zu erhallen. Sei zur L'olerscheidung 



■ . i 1 



Je (2 fi—i »In» 

dann wird die Relation (36) 

0 = 1— Ä+A^iÖCh-i 

und man zieht daraus 

^ = etc. 

•'4— fri-fi 

1 — olc. ^ 

'^^i = n^ • •9. 

Der vorstehende Ausdruck für üp^ zeigt, dass wenn ^ ein^ ganze 
Zahl ist, 

h^=0 und = 0 

ist, und daher 

= 1 und f « = 1 

werden. Der Keltenbruch bricht ako iu diesem Falle bei ab , und 
es wird 
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Der Ausdruck für Gi zeigte dass 

ist, and es wird daher 

rf:j = Jä = elc. = 0 ' 
wie oben auf andere Art bewiesen wurde. 



28. 

Die Anwendung der atigemeinen Fomebi des Art 6 auf den vor^ 
liegenden Fall verlangt, um eiufecbe Ausdrucke zu erhalten, eine beson- 
dere Zerlegung. Im vorvor. Art wurde gezeigt, dass die Grenze der 
n Air wachsende t, sec'^ ist. Ich setze nun 

wo also für wachsende i das Producl Ii, </, nach der Grenze Eins liin- 
slrebt. Substiluirt nran diesen Werth von y,-, so wie den Ausdruck (38} 
fOr ki iü (37), so eutsleht 

Den eingerührten Factor h, werde ich nun benatzen, um den zusammen- 
gesetzten Nenner des lolzten GUedPS dieser Gleichung fortzuschaffen. 

Zu diesem Endo Li.uii l.U; nur //, der Grosse t + (»-|-2t/\'^' i;lcicli zu 
setzen, allein wean ich diesem Ausdruck noeli im Nenner die Gr^isse 
»(1+/^'; Iiin/.ufilgc. so wird hewiikt, dass für waeliseridc i der Factor 
A, nach der Grenze Ems hioslrebl, und dass nun t'olj^lieh auch rj, die- 
selbe Eigenschaft besitzen muss, weil sonst das Product A^^, sie nicht 
besitzen Linn. Sei also 

dann geht die obige Gleichung in folgende Uber 

4 = tf. if^^ — qi^i\ 

Vergleichl man diese mit der Gleichung (A) des Art. 6, so findet man 

und hiemit geben die Endformehi des genannten Artikels 

etc. etc. 
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<— etc. 

Wenn (i ganz und positiv ist, können die ßi, ff,, etc. nie Null wer- 
de ii al)( M von den Grössen y]- etc. wird stets die /u" gleich ^ull, und 
der kcticubruch besteht daher aus 2(^—1) Gliedern. 

29. 

Den analogen Keltenlinu Ii fiir die it^']^ bckoinmcü wir wieder 
durcfi die Substitution von — /» statt in die Formel des vor. Art. E« 
wird also hier 

etc. etc. 

^ i ' 4^ 



4— etc. 

Unter der oben angeführten Bedinsjung werden hier die Grffssea 

etc. nie Null werden, hinge.^'cn von den [{„ rf„ etc. stet*: die (ji—if* 
und die (/*— f + 1 Der Kettcnbruch ist daiier endlich und besteht aus 
2(^—1)4:1 Gliedern. 

30. 

FOr die Anwendung der eben entwickelten Formeln ist noch ttbrig za 
zeigen, wie Ü^" bequem berechnet werden kann. Man wird zwar immer 
den im Art 21 ^gebenen endlichen Ausdradf, nemlich 

jC = 1 - ?> + /»• - '^^'^f + et«. 

anwenden können , aber wenn /n eine grosse Zahl , und dabei ß nicht 
klein ist, so wird die Anwendung desselben beschwerlich, weil die ein- 
zelnen Glieder sehr .£?ross werden, und sich bei der Siminin iitig fast auf- 
heben, indem sicis /{,. < 1 werden muss , wie oben gezeigt wurde. 
Die itCoefRcienten sind hypergeometrische Reihen derselben Gattung 
wie die, die uns im vor. § begegneten, nur hangen sie von andern Ele- 
menten ab wie jene. Aus den Ausdrucken des Art 21 findet man 
leicht, dass 
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wo 



und auch diese beiden AuBdiUcke lassen sich in £inen zasaamien zie- 
hen, wenn man — ^ stati ju schreibt Man kann nun die obigen Yei^ 
wandelungsfonneln auf diese Fnnclionen anwenden, und ihnen dadurch 
eine Menge anderer Formen geben, wenn gleich es scheint* dass diese 
FFunctionen wegen der Beschaffenheit ihrer Elemente einer geringeren 
Anzahl von bequemen Verwandelungen fähig sind, wie jene. 

Ich werde hier nur eine Yerwandelang anfUhren , und zwar die.' 
wodurch das vierte Element ^ d. i. sin in cos *k. llbergeht. Zufolge 
der dazu dienenden Formel (21) wird mm ^war 

Ff—//, /i + f, i+ I, cJ ~fi. //+ 1, 0, cos'fe) 

und diese Form ist nicht anwendbar, weil die F F unction rechter Hand un- 
endlich wird, aber vermöge der ersten Formel (1 5) bekommt man zuerst 

!?•(— ^,^+t,»+1,|5^ = cos»*F(t+H^, <—/»,»+<, 
ond wenii man die Formel (21) auf die rechte Seite dieser Gleichung 
anwendet, so ergiebt sich 

Fi— u = c cos '/v F;i+ I + 1 — 2, cos»A) 

wo man nur noch die Con ^i.i: c zu bcslimmcu hat, wtMches hier mög- 
lich ist, weil beide FFunclionen endliche Ausdrücke sind. Das mit der 
höchsten i^otcnz von ß oder sink in der Function linker üand multipli- 
cirte Glied ist 

=x-<r ^t+r.t;^.':..'r«ii.';' "°^* 

und das mit der. höchsten Potenz voja cosft rechter Hand multipUcirte 
Glied 

— c(--^)^/'+*f ••^"-:fcj^cos»jk 
Hieraus folgt 

und wenn man diesen Worth suhslitnirt 

ifj, = ir-iy+'fisiü'k cos=^/^F(t + 4+^, i^fi, 2, cos^Ä) 
welche für alle ganzen und positiven Werthe von ft und i gilt. 
Schreibt man — ^ statt /», so wird 

— ^+t, fi = e cos»fcF(f 1+^, 2, cos**) ; 
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uod wenn man diese Gleichung eben so behandelt^ erhäll man 

J|J1.= (— .<)H-i;tgm'/kcos*JlF(t+1— /». H/tt, 2, CO«**) 
die auch für alle ganzen und positiven Werthe von ^ 'und t gilt, aber 
dabei die Erfttllung der Ungleichheit 

^— 1>0 

verlangt, weshalb der Werth \ ou iC^ davou ausgeschlossen ist. *; Für 
t — 0 geben diese beiden Ausdrücke 

<=(-ij>^Vco8«^jl-^cos'A-Kg^^coa^A- ^;^ 



31. 

Für die Fälle, in welchen die vorsleheaden Formeln skh nicht 
bequem anwenden Uttseh » dient wieder die halbconvergirende Reihe, 
die ich jetzt auf ttbbliche Weise wie die im vor. § ableiten , und bei 
welcher ich mich auf J^' beschränken werde. Wenn man die DiOSeren- 
tialgleichung (1 4) auf die FFunction anwendet» wodurch dargesteltl 
wird, so findet man, wenn man zur Abkürzung sich erlaubt blos R zu 
schreiben, weil hier daraus keine Verwechselung entstehen kann, 

deren erstes und letztes Glied man von der uaabhängigen Verander- 
lichen befreit, wenn man k durch die Gleichung ^= sin als solche 
einführt. Es wird somit 

deren Integral mit Uebcrgehung des zweiten Gliedes 



*) Ich fShr» beillufig an, dus die TergjleichaDg der dien geltindeulBO Ausdrficke 

von und H'^. mit den ursprünglichen auf merkwürdige RelaÜoncn fuhrt, tOO' 
Tvclchon ich hier die folgenden anführen will. DieBinomimlcoefflcienten für jadögaaie 

Putciiz lassen sich wie folgl ausdrücken : 

Femef ist lur jeden ganzen und positiven Werth von fi,i und ft — », 



u. s. w. 
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Ä + i»*<r**'** (39) 

ist» wo KP and,»* die willktthrlichen GonstaateD, und t:= -/ZT ist 
Wendet man nun zur vollsUladigen Integration die im Art. 4 4 des vor. § 
erklärte Methode an, so bekommt man zur BesUmmmig von w und 
die folgenden Gleichimgen 

. . /d«) w \ __ <*u> dw 1 

\^ + i Sin* cos V ^ sinft cosfc 

Li /£üf^ J. tt>* \ ^ d*w' , du;' 4 

V# . l«to»co»V — sinfteoBft * 

von weldien« wie a. a. Orte, nur der einen Genüge geleistet zu werden 
braucht. 

32. 

* 

Setzt man, um diese Gleichnngen zu vereinfachen« 

4f = V colgi - 

80 geht die erste derselben in folgende Aber 

8.> + f'^^-ä) 

und am dieser Genüge zu leisten, sei 

•w c= CL J. f-^ + A + A + etc. 
Die Substitution dieses Ausdrucks giebt die allgemeine Gleichung 

mit Ausnahme von 

Dieser ist durch €^ = 9 Genüge geleistet, und die Substitution dieses 
Warthes in die redbUe Seite der allgemeinen Gleichung giebt ' 

weicher durch 

genügt wird. Setzt man diesen Werth in die rechte Seite der allgemei* 
nen Gleichung, so kommt 

welcher 

p 9 -5 45_ 

S ■ - 5(2 51äx" 

genügt, u. s. w. Man rrkennt schon hieraus die Form des allgemeinen 
Ausdrucks für C„ nemlich 
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' m 

WO die ganze und positive Zahl t von 0 bis oo ausgedehnt werden m\iS6, 



QQd fUr alie übrigen Wertbe von » 

Af = 0 

ist. Setzt man diesen Wertb von in die obige allgemeine Gleichung, 
so bekommt man 

elc. bis 

~ 1 6 ) ii!!:;^, _ ;m V.) + 

woraus man nach und nach alle ACoeflicieuten berechnen kann. Man 
kann diese Gleichungen in eine allgemeine zusammen ziehen, wenn 
man die ganze und positive Zahl einftlhrt, die von 0 bis t -1-4 ausge- 
dehnt werden muss, es wird alsdann allgemein 

16(t-2i'+ 1 ) Ä+.= (2t-4t'+1)^4U+i + (2^^^^ 
Setzt man hierin Air jedes ungrade i 



so wird 



A = SA? 



»3 

die als ControUe benutzt werden kann. Setzt man für jedes grade i nach 
einander 

• * i« = ii und ? = 

so konunt wegen = 0, 

deren man noch meiirere geben kann. < 

33. 

Geben wir nnn den beiden willkuhrlichen Gonslanten die imagi- 
nAre Form A<r*'' und Ae^, wo t = mid muItipUciren die Aus- 

drücke von w und w* damit, so wird 

• = »r"(C. + I + ^. + j^, + etc.) 
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Substitiürt maa diese in (39) und geht zum Reellen über, so kommt 

Ä = 2A co8(2^fc-f)((i ^ + ^ + cic,) (40) 

+ 'Zh sin i^ii k~t (Pi. — ^ + + etc.) 

wo noch die beiden willktthrlichea Constanten h und l zu bestimmen sind. 

Aus den Ausdrucken des vor. Art. habe ich die Werthe der ersten 
CCoefficientoi wie folgt gefunden, 

jLji 

— an* 5<<x-» 



8~i gTx* 



8 e75 » , j 83.-. 4 7ä5 

S9S35 II . 8S1t5 7 . 3475 _s , 7425 , 123 375 . 72765 



8888608^ • 8M«6Ü8^ '*'l«48»76 "''l 048 576 x iT<78 008«* "«jigjlg^jj^ 

^ 1*0< US « , 556 395_ • , 8 028 825 « »38« 375 

W lM4a54»6^+ 13 554 43«*^ *** §68*35 48«*^ 188 435 456 x» 

718 388 1837 885 

•tSS4 4a3x' MS4S8456X" 
87 978918 14 . 428187 928 ^1 , U9 749 825 • . 40 144 415 • 



4194967198' 



W 4194 W71««^ + 4194 9«7 116^ *** 4194 987196^ + 

80 438 375 447448985 , 4 56 808 875 , 86 894 818 

4194887196s 4 194 987 198«* *'* 4194987196«' '<* 419496718(np 

elc. 

34. 

Die Bestimmung der beiden wiUkOhrlichen Gonslanten werde ich 
yennittelst des Ausdrucks von R d. i. jR?* durch bestimmte Integrale, 
jedoch auf eine andere Art wie im vor. §, ausfuhren. 

Setzt man 8 = /i — i , und ß = smk in die Gleichung (3ü}, so wird 

1,0») n^^ I A*— < jjf^) 

'^ß =Vrtii[»'Wi + i?55i'''^« 



oder 



wenn man 



^ = — iOüi + ^i^-i) 

schreibt. Die Reihen des Art. 18 geben aber iu Verbiuduog mit der 
Gleichung (3^) 
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cos/i(/"— f) = iljf' + cos/*+ etc. 
fiiD/t(/'— «) = tVi^ 8in/'+ etc. 
und man bekommt daher 

die, wenn sie in 41 suhstituirt werden, durch bostiinmtc Intoirrah? 
ausdrücken. Die SubsliUilion, die im vor. liii die Ermittelung des dort 
anprovvandlen bestimmten Intoirrals benutzt wurde, ist hier nicht an- 
wendbar, weil wenigstens für gewisse Wertlie von fi und k die Coelii- 
cienteo von df in den obigen Integralen mehr wie Ein Maximum und 
Itlioimum haben. Man kann aber dagegen für den speciellen Werth 
A- = die obigen Integrale und ihre ersten Differentialquotienten nach 
k durch einfache Ausdrucke erhalten, und diese werde ich zur Bestim- 
mung der beiden willktthrlichen Gonstanten h und I anwenden. 

35. 

Seien wieder x und y bez. die zur wahren und exoentrischen Ano- 
malie gehörigen imaginären Exponentialfunctionen , dann wird, weil 
ß=smk gesetzt worden ist, die Gleichung zwischen x und y 

«(I — ff smk) =5 y — ank (43) 

Setzt man femer 




dann ist ß die zum Unters( luetle der wahren und excentrischen Ano- 
malie gehörige imaginäre Exponentialfunclion, oder wenn man 

f — e = a 

macht, so ist 

wenn c die Grundzahl der natürlichen Logarithmen bezeichnet. Aus der 
Gleichung (43) ziehe ich durch die Elimination von y 
a!*8injk — »(d— 1) — e^ikk=0 

woraus 

2x sin/f ~ e — i ± / \ — 2li cos2fc+ö* 
folgt, welcher Ausdruck auch wie folgt geschrieben werden kanu, 

93ßäük = e—i + + ^ — 2co82ik 
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Die Verwandelui^ von /-^^n — /ITT giebt hieraus sogleich 

'-7- =i-^± rir»+i- 2 cos 

und hieraus erhalt man darcb Additioa und Subtractiou, und durch den 
Uebergai^ zum Reellen 

2 sinfc cosf = cosw— s-1 + cos i«/ 2 cos w — 2 cos 2k 

2 sinX: siu / = sin o» + sin 4«»/ 2 cos o» — Ji cos tk 

Untersuchen wir den Gang, den diese Fünetionen annehmen, wSh-' 
rend /' den ersten Halbkreis durchlauft. Wenn /* — 0 ist, so ist auch 
w = 0, uüd die Substitution dicsei Werlhe in die vorslehendeu Glei- 
chungen zeigt, d;iss der ersten dci.-.eiljen nur durch da^ obere, vor der 
Wurzeigrösse beliudliche, Zeicheu Genüge gelejülel Nverden kann. Da 
nun jedenfalls in beiden Gleichungen zugleich das obere oder untere 
Zeichen angewandt werden muss, weil sonst nicht der Bedingung 
all cofiY= 'I Genüge geleistet wird, und e» stets positiv ist, wah- 
rend fuod < im ersleo Halbkreise liegen, so muss von to = 0, welchem 
/= 0 entspricht, ausgehend in beiden Gleichungen das obere Zeichen 
angewandt, und hiemit fortgefahren werden, bis w sein Maximum = 2A 
erreicht. Fttr dieses Maximum ist die WurzelgrOsse gleich Null, und 
würde imaginär werden, wenn man » grossere Werlhe beilegen wollte; 
cos/ ist unterdess negativ geworden. Setzt man nun f =s 180**, so ist 
wieder ta = 0, und der ersten Gleichung kann nur durch das' untere 
Zeichen Genüge geleistet werden. Hieraus folgt eben so wie vorher, 
dass man von w = 0, welchem f = 480* = n entspricht, ausgehend 
bis oj — 2 k, weltheiD ^iangc von c» rückwärts gehende Werthe von f 
entsprechen, in beiden Gleichungen das unlere Zeichen anwenden muss. 
Um also f von 0 bis tt wachsen zu lasseti, mus- man /nersf n)it Auw i ;i~ 
dung der oberen Zeichen w von 0 bis 2k zuns hau n mnl dann mit Au- 
wendung der unteren Zeichen w von 2k bis ü ubnelimen lassen. Man 
sieht hieraus leicht, wie der Zeichenwechsel bescbatfeu ist, w.enn / den 
zweiten Halbkreis durchlaufen mttssle. 

Setzt man nun zur Abkürzung 

M ~ cosiw V 2 Costa — 2 cos 2k 
N = an^toy 2 coseD — 2 cos2A 

80 wird 

AbhuiU. 4. K. S. Gm. 4. «iMeaiak. IV. t7 
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COS/ — ,,,„1^ iiita» 

1« »in» I N 

— rar* Xisin* 

I /. sin w j — «Uf 



'worauü 



folgt. Sii!).sfi(uirt man diese in die obigen Ausdrücke für V,. und W,,, 
nimmt auf die Grenzen d( i Integrale, und die ßhen erklärte Anwendung 
der doppelten Zeichen Rucksicht, so findet man ' 

+ iiLd -iTiinJ« 

= sh-JJ" siop» rin- A. + ij^^ an;« »«•*» 

- dssj^" = «'«•+ dis/J ''■"«• S *• 
Aber die beiden Integrale der ersten Zeile eines jeden dieser beiden 

Ausdrücke heben sich augenscheinlich gegen einander anf, die der zwei- 
ten Zeile sind auch einander gleich, aber sie addiren sich. Bs Wird daher 

Die DiUbrenlialc von If und !S\ welche hier vorkommen, werden 
an der oberen Oron/e der lnt<'^j:;iale unendlich i:;ro.ss, und man dar! da- 
her die vorstehenden Ausdrücke nicht anwenden . aber t\s ist leicht, 
ihnen eine andere Form zu geben, in welcher alle Elemente, ans wel- 
chen sie bestellen, endliche Wertbe haben. Durch partielle Integration 
wird 

y* cos/i(o ^dm^N cosfm + fij' N sinfimdv» 

J sin fjua^dm = M sin/Aca — (*'J^ cos fuadw 
aber an beiden Grenzen ta = 0 und <» = 2ft der obigen Integrale ist 

N cos fto) — 0, M sin/iü» = 0 
es folgt hieraus, das.s 

In welchen kein Element unendlich gross wird. 
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36. 

Gehen wir za den im vor. Art angegebenen Ausdrücken ßir M und 
iV' zurück, und setzen 

P = 2ö cö»i2ÄT^ 

n 2 cos ik . T 

Q = li ^ + ^ 

80 Ündet sich leicht, dass 

if = .i(P + 0) 

ist. Da nun der Modul der imaginären- Grosse 0 gleich Eins ist, und die 

Wurzelgrösscn P und Q einen positiven Ex[)onentcn haben, so kann 
man diese in unendliche, nach den «zanzen uiui positiven Polenzeii von 
0 und bez. von fortsfliicMlendo. unendlicho Rt'ihen entwickeln, die fUr 
jeden Werth, den 0 anuehmeu kiinn eonvergircn. . liezeiciinet man die 
(:<jelli( ientcn dieser Reihen, die ir uucUoQen von k und dem Index t sind, 
mit E<t so wird 

p=s 1 4. £; « + £; 0«4 0» ^. js; ^ + etc. 

woraus sofort 

Mr = 1 + E^eo8n + E^oosSo» + £,cos3fiii + coslo -f etc. 

IV = E^ sin w + sin 2« + sin 3o» + E^ sin 4« + etc. 

folgt. Diese Reihen sind deshalb merkwürdig, weil sie fiir M und N 
stets reelle Werthe geben, wahrend die Ausdrucke, aus denen sie ab^^ 
geleitet sind, für gewisse Werlhe von 0» imaginär werden. Die Beant- 
wortung der Frage, was sie für Werlhe von M und geben, wenn darin 
Werthe von «» substituirt werden, die das Maximum dieser Grosse über* 
steigen, .ist sehr leicht zu finden. Setzt man 

k = Y — k\ oi ^ n — w' 

, nnd bezeichnet die daraus hervorgehenden Werthe von M und A' 
bez. mit Ei, und N^, so findet man 

El- y-irE^, M*=^M, iV'=— iV 
diese Reihen^geben also in dem genannten Falle bez. die Wei-the von 
sin i«f» /2 G082ik — 2 oos« und — co8i«i/2 cosSfc — 2oosi» 

17* 



9 
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Nach der Substitution der vorstehenden Reihen in die Ausdrücke 
(44) haben die iDtegrationen keine Schwierigkeiten mehr, man findet 
leicht 

• m 

y — ^ j cos 2ik + ^ cos 4* + 4^ cos Qk + etc. | — j-^- r sin ifik 

n»iak (ft — I ' fr — 4 ■ fr — • ' • •} * «rilDir 

tt cos ifik l f. ) I ■ ^ ^' - 1 1 f 3 ^> ■ rl , , f , l*kP.ft ' 

—y^iirl J^i ^"^^^+^sm4&.+^^sm6fc+elc.j+^ 

bei welchen zu bemerken isl, dass die Glieder innerhalb der Klaomiejm, 
die mil /»* — dividirt sind, und also onendlich gross werden, wegge- 
lassen werden müssen « und die ausserhalb der Klammem beBndlicben 
Zusatzglieder an ihre Stelle treten. 

Dieses gilt jedoch nur, wenn fi eine ganze Zahl ist; wenn dieses 
nicht der Fall ist, so fallen die von £^ abhängigen, ausserhalb der Klam- 
mem stehenden Ziisatzglieder wo:?, und innerhalb der Klammem findet 
keine Ausnalmne statt. Durch Huife der Gleichung (41) geben nun die 
vorstehenden AasdrOcke 

'C=<^ cos tt - ^, cos 6t _ cos 8t - elc. j 

wo dieselbe Bemerkung gilt wie oben. 

Durch dieselbe Analyse kann man auch und ausdrücken; 
ich werde liier blos diesen Coedicienten geben, weil jener in dieser 
Abhandlung nicht gebraucht wird. Die Gleichungen (42) geben • 

^H-i — — ^f» 

^ut»tituirt man hierin die obigen Ausdrtlckc für und V),, so bekommt.^ 
man sogleich 

wo kein Glied eine Ausnahme bildet. 
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37. 

Um aus den vonstehendeo Ausdrttcken die Summeoatisdrttcke lUr 
HT imd gfi- in dem speciellen Falle k=:^ zu erhalten, miissen wir 
erst die Ausdrucke von E„ und für denselben speciellen Faii kennen 
lernen. Diese kann man wie folgt erhalten. Sei ' 

dann ist , 

da 

Wenn man nun « = cos Sft macht, so ist zufolge des Vorhergehenden 

=.\ + + E^z^ ^ E^^ + etc. 

Selzt man ierner 

= 1 + O;« + IT,»» + + etc. 
so giebi diß obige Gleichung allgemein 

^ = — lUi 
Setzt man hierauf ft = i so wird « = 0, und 

also durch die Entwickelung 

Vergleicht man diese Reihen mit den obigen, so ericennt man ac^eich, 
dass wenn t iigend eine ganze und positive Zahl ist, und 

2) n = 2i + l 
^1 — V , — l^'»;'^ 4.t.s ... f • ¥ 

aber a = cos2/t giebt ^ = — - 2 für * = also 

4 / . y 1.».5...ti— 1 i 

" l V 4.1.8 .... » • »»-« 
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38. 

Es ist nun leicht die SununenausdrOcke von und fürk—^ ^ 
anzugt'beu. Setzt inan /t = -J- ia dem, im vorvor. Art. iibgeleilelen Aus- 
druck für und 



dann wird 



woraus 



1) /* = ti 

cos2/iA = cosi-T = ( — 1/ 
jB; = £, = etc. = 0 • 

,(J>") u—K 



hervorgeht. Sei 
tfonn wird 



sin2/uÄ= Bin(t7r+ ^) — ( — 1j' 
cos = cos ^t«+~^ = 0 
oud der genannte Ausdruck für /{jT^ giebt 

welches jedoch eine schwach convergtrende Reihe ist. Man kann aber 
den Fall, wo /» ungrade ist, auf den wo grade ist hinführen, und da- 
durch zugleich die Summe der vorstehenden Reihe geben. Seist man 
% statt ti und darauf ^ ^ 2i in die zweite Gleichung (31), so kommt 

(i5) jC" = «« - ^ C 

Der Ausdruck für des Art. 36 giebt aber, wenn man darin ^ = 2i 
und k — ^ setzt, 

= 0 

es wird also 

■,(«•+») »(»•) 

und wir bekommen zugleich für die obige Reihe foigcndeu Suiiauea- 
ausdruck 

WO St+l für |U gesetzt werden muss. 

Diflerentin 1 uiua die Gleichung (45), und verschiebt deu Index um 
eine Einheit, so wird 
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Der Ausdruck voa das All, 30 giobt durch die Oifierealiation 





2a» 5^'*''- f ' 










El 


810 Site + 




sin S/iür ( . 
^ n \ 


iE, 


sin 2^ + 


+ 


CO» ifik 1 




cosSik + 




sin iuk i 






+ 


dk 


C082& + 


+ 




dk 


sio Hfc + 



4£. 



di" 



dEx 



Setzt man hierin jti = 2» + 1 und — ^, so ergiebl sich 

dk — ^ 

und es wird also 

_ 

Differentiirt ntaii endlich den Ausdruck von ffH^ des Art. 36 nach ft. und 
setzt nach der Differentiation fi=2i^i und = so bekommt man 
zuerst 

n»^ -- ^— , + ^«-.4 — ;?z<a + ;?_,6 + ®"'-) — * 
und dieser verwandelt sich vermöge der Gleichung (46) in 



womit die speciellen Summationen ausgefllhrt sind. Substttuirt man die 
Wertbe der i^Coefficienten des vor. Art., so crgicbt sich für = 



dk — dk — ^ V 4.».8... i ' 



39. 

Um die eben gefundenen Ausdrücke zur Bestimmung unserer beiden 
wülktthrlichen Constanten bequem anwenden zu können, ist erfoiderUch, 
dass sie in halb convergirende Reihen umgewandelt werden. 
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Arl dahin zu gelangen scheiul mir die foigeiule zu sein. In EtUer's Imt. 
cal, diff. Cap. VI, arl, 159 ist folgeade Gleichung bewiesen, 

logl + logS + ... + log» =3 

iloggjf + («+i)logii— « + ^ -fj, + -f^ + elc. 

wo A, B, C, elc. die lieruouillischen Zahlen sind, nemlich 

19ennt man nun wieder die Grandzahl der natOrlicben LogiuidiineQ- c« 
und setzt 

27(ii) = 1.2.3 ... » 

80 verwandelt man diese Eulerache Gleichung leicht in 

/r(«) = ii»ir-"/8jMi . 

aber es ist 

ji .a.a...aw~< Ji(t«) 

<.«.a.... • t'{JZ(t»})' 

also auch 

... II ^ iw» 

WO 

IF,,— «r, — ± + — + etc. 
Lögt man dieExpooeatialgrösse in eine unendlicbe Reibe auf, so findet man 

I.S.8.... n — rSS*'« 

WO 

j=i__±4. J_. J Ü9_ . ete 

" SU ~ 41«»* ^ <oa*n* 887681»* « 61U* n» ^ 

Wendet ni^an nun diese fintwidcelang auf die zu Ende des vor. Art. 
gegebenen Ausdrücke an, so wird 

Ä — ^ ^ rs? • 

Diese Ausdrucke nebmen eine nicht minder merkwürdige Form an, 
wenn man /u darin einführt, und zwar in dem ersten und dritten durch 
die Gleicfaungen, 
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uuii iu dciu zwcileo uod vierten durch 

n * Vi 



t ri * r ^ U , < 3 8 »B , 68 1 



etc. 

Es wird durcli diese SubälituLioa 

1) wenn eine grade Zahl isl^ 



WO 

K = 



4^ • mJJ* T 45J^ Ui$t^ 81M^* ^ 

2) wenn fi eine ungrade Zahl ist, 



WO 



Diese letzteren Ausdrücke unterscheiden sich von den eislorcn nur da- 
durch, dass die mit den ungraden Foteozea von behafteten Glieder 
öas entgegengefieUte Zeichen haben. 



40. 

Setzt man nun = y in die Gleichung (40), und erwttgt, dass da- 
durch s = 1 wird, so entsteht 



wo 



< = cos 0 + 2Äan ßin(^;^- /) 

TO * *5 , 63875 , 

^ = 4^; — m*^;« + iUMTtp + 



Digitized by Google 



238 P. A. HARStii, 

DifferenUirt man die Gleichung (40) nach ik, seUt nach der Difiereatiation 
h^j-* ™^ erwilgt dass daraus 

folgt, SO bekommt man 

= — V Sin — i) — i^iASR OOS — 

wo die Reihen dieselben sind wie in dem vorsteheodeii Ausdrock von 
Wenn nun ft eine grade Zahl ist, so wird 

sin i) = 4)T sini 

co8(«^— 1)= (— 1)fcos< 

Substituirt man dic^c Wortlio in dir vorstchendf^n Ausdrurko, und setzt 
diese dann den bez. Ausdrucken des vor. Art. ^iaich^ so erhält man 

-i=.ir— «&C08/.8 — SIA sini.SM 
Hieraus geht hervor dass 

cos( = einl 

ist, welcher durch 

Genflge geleistet wird. Subslituirt man diesen Werth, so wird 

und weiiu man die obigen Ausdrucke von £, £ und SDil subsUtuirt, und 
die Division ausfuhrt, 

Wenn /< eine ungrade Zahl isl, »o wird 

sin(^f — /) == (— l)'x^cosl 

cos ("J? — = (_ 1 sin / 
and hieraus bekommt man auf dieselbe Art wie oben 
^ä:» = 2* sinl.8 + 2Acos/.aR 

7J^iC>r=2A Coswig + sin^aR 

also wieder sin / = cos /. Selzt man daher wieder / := y in diese 
Gleichungen, äo geben sie 
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-L= = 8A {8 + 9W} 

r f^Tf 

Die VergieicbuDg dieser Gleichung mit der oben fUr h gefimdeuen zeigt, 
dass daraus dersolhc Werth fUr h hervoi^heo mass. Es wird also 
ohne Rttcksichi auf die Form von fA allgemein 

äJ* = c cos(2^fc— 46«) I« — ^. + ^ + etc. j 
+ c sin(2^— 4ö«) — ^ + ^ + etc. j 

wo 

und die WorUie von C,, Cj, etc. des Art. 3.il anzuwenden sind. 

Es wurde oben gezeigt, dass die endlichen Ausdrucke des Art. 30 
nir Jl^' in den Fällen, wo bei grossem ^ der Winkel k Miltelwertbe 
zwischen seinen Grenzen 0 und 90** einnimmt , am wenigsten geeignet 
sind, auf bequeme Art den Werth von zu geben. Der Ausdruck filr 
m zeigt, dass grade in diesen Fallen bei Übrigens gleichen Wertben von 
fi die vorstehende halboonveigirende Reihe am stHricsten oonveiigiri. Je 
mehr sich 'Jk einer seiner beiden Grenzen nllhert« desto schwttcher wird 
bei gleichen Werthen von /» die Convergenz derselben, aber grade in 
diesen Fällen wird der eine der Ausdrucke des Art. 30 zur Berechnung 
geeignet. Bei gleichen Werthen von h nimmt bei wachsendem /u jeden- ' 
fidls die Convergenz der halbconvergirenden Reihe zu, und wenn daher 
bei kleinem oder grossem h die Zahl /» so gross ist, dass die Benutzung 
der beiden Ausdrucke des Art. 30 unbequem wird, so wird die halb* 
convergirende Reihe dienen können. Die Anzahl der oben numerisch 
entwickelten CCoeüicicnten wird wohl in jedem Falle, wo es der vor^ 
bergeheudeu Auseinandersetzung zufol^o z weckinUssii; ist sich ihrer zu 
bedienen, hinreichend sein. Ich bemerkte noch, dass diese Cocnicicnlen 
^on u unabhängig sind, und dass sie (ialier in den Füllen, n\ > man den 
Coeflicieatcn Ä,, zwar für mehrere Werllie von «. aber eim lu und dem- 
selben Wcrlhe der KxreiitriciliU oder k entsprechend, zn berechnen hat, 
dieselben bleiben, und nur ein Mal berechnet zu werden brauchen. 

41. 

Im Vorstehenden ist alles enthalten, welches zur bequemen Be- 
rccbnuDg von erforderlich ist, ich will indess noch einen merk- 
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wtti^gen Satz geben , welcher sich aus einer der obigen Relationen 
leicht ableiten Ittsst. Schreiben wir jetzt, da verschied6ne.Werthe'voii 
h in Betracht gezogen werden sollen, statt setzen in den im 
Art. 36 entwickelte Ausdruck von fI^\ statt und bezeichnen die 
daraus hervoi^ebeoden Werthe der fCoeflScienteB durch EV so wird 

''=^ [i^-ih - ^ «<»«*' -0iC^»k'-otc.\ 
Setzt man nun 

k'^^ — k 
so bekommt man die Gleichungeu 

sin'ft* = cos*J^ 
sin S/ift* = — (— ly* sin!^ 
cOBtfih^ = (— fy*cosS/iik 
sin = — sin kftk 

sinSft^ = sinSifc 
sinift^ = — sinij^ 
8in6Jb*= 8in6ii^ 
etc. 

cos i/i' — cos ik 
cos 6/t' = — cos 6^ 
etc. 

wodurch der vorstehende Ausdruck in 
-) = _H)-^;{;^-jfecos4*-^,cos8*-^.cos8t-e«c.| 

tibergeht. Vergleicht man diesen mit dem Ausdruck für des Art. 36, 
so koiuml sogleich 

durch welche Relation die Werthe von fUr ein grosses k auf die fttr 
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ein kleines h zurück geführt werden. Es folgt hierauf von selbst die 

entgegengesetzte Relation, wodurch Ä^* für ein kleines k aufil^* für ein 
grosses k hingeführt wird. 



EntWickelung der Funetionep ^'ewmf und sin mf in Reihen, die 
nadi den Cosmussen ond Sinussen der Vielfaehen der excentrisehen 

Anomalie fortschreiten. 

Die Entwickelongen der l)eiden vor. ^ geben schon, wenn sie mit 
einander verbanden werden, die Auflösung dieser Aufgabe. Es war 

Setzt man daher 

SO erhalt man ans der Multiplication der beiden ersten Reihen mit ein- 
ander, 

TC" = C Btr + vi"' Ji-+** + vi"' är^'' + etc. 

+.vriir"+ vr^r*' 4- etc. 

womit die Aufgabe gelöst ist. 

43. 

Mail k iiui aber diese Aufgabe auch direct lösen, und bekonimt da- 
durch, [i.iiiiciiflirh wenn n eine ganze und p<>Mii\e /aiM, und m <; « ist, 
eiufaclie Hesuilale, luUem man auf lauter endliche Ausdrucke hingeführt 
wird. 

Die Gleichung 

■= \ — sin (p cos « 
giebt, wenn wir die zur wahren und excientrischen Anomalie gehörigen, 
imaginären Exponealialfunclionen wieder mit x und y bezeichuea , wo- 
durch wie oben • * * 

wird. 
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Durch die Eotwickelung der beiden liinouiicu crgiebl sich 

— t + "~T7T— ÄTTTt J*±etc. 

und hiennis 

cos-iy { 1 + ^ + ^^^^r^ + ^ + etc.} 

- C08«-4V + "-1?^ + + etc.) 

etc. eic. 

Int i> ■ n'-n»* . n-1-fm ja ■ n*-m*. fn-4)'-fn* .n-a+«i ^ . i 
-COS»"iy -^r^-^ /^'+ . a' . 3 CtC.j 

cos*i^j— + + ?iTi»Tl»Tl /S' + elc. 

etc. etc. 

Diese Ausdrücke zeigen sogleit Ii , da.ss unter den oben genannten 
Bedingungen nicht blos jeder H'(;oetiicicnt aus einer endlichen Anzahl 
von Gliedern besteht, sondern aucli die Anzald dieser (luellicienten end- 
lich ist. Diese ist stets uoabhäagig von i» und = j^u-f 1; sie erstreckt 
sich 

von VV "'"* bis H'"»" 
+« 

Die Anzahl der Glieder, aus welchen jeder CoefiicieDt besieht, ist 
höchstens = n — m-|> 1« sie wachst im Allgemeinen mit der Differenz 
n — m. Die obigen Ausdrucke geben ferner zu erkennen, dass stets 

IV"' "• = W^-" 

ist, \velcher Satz auch sciion eine nolhwcndigo Folge davon ist, (»" cosmf 
und sin mf reelle Grossen sind. 

Man kann zwischen je drei auf einander folgenden WCoefiicienten, 
die denselben Werthen von mid m zugehOrea , dne linearische Glei- 

♦ 

cbung finden. Die Gleichungen 

|(>^cos'iv.(l+^y»-p^(y+|)) 
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gebea durch die Differentiatioa 

g = /Jco.'4v(4.-l) 

dx «— ji* 

Hiemit wird zuerst 
die sich leicht in 

verwaadeln lässt. Substituirt man hierin die Werthe 
so bekommt man sogleich 

(i+H»]i^ >v;5.r— [»•— m+(i+m)fl wr^H- »)/?icr=o (4$) 

welche mit (36) übereiaslimmt^ wena man «=0 macht. 

Um von einem Exponenten zu andern überzugehen , lassen sich 
zwischen vier WCocllicicntcii zweckmässige Gleichungen finden. Die 
(47' ireben, nachdem die erste chirch die zweite dividirt, und der Quo- 
tient mit multiplicirt worden ist, 

woraus 

WT*"''""* = cos H <p — 2/? cos H<p \\T " + /S^ cos ^iq> VCr (49) 

folgt.*) Durch Htttfe. dieser Gleichung kann man aus dem einzigen 
Werthe ^^ = 1 alle diejenigen WCoeflicienfen.fhr jeden positiven und 
ganzen Werth von », und jeden ganzen Werth von m, welcher <fi ist, 
berechnen, die man vorzugsweise in der Siorungstheoric braucht, nem- 
lich die Coefficienlen von 

Um dieses zu zeigen, will ich die Formeln fUr die ersten derselben au- 
fuhren. 



*) Durch Hülfe von (<«) kann man hier einen beliebigen der J^Coeflirienicn rech- 
ter Hand elimioiren , und dadurch eine Gleichung zwischen drei dieser Cocfncicnten 
erhalten. 
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Die Gleichung (»•=4 giebl wH " — 1 und alle Übrigen WCoeffi- 
cienten sind fUm = 0, m — 0 gleich Null. Setzt man npn n — 0, 
m = 0, und nach einander i = — l,i=0, >=1,in (49), so erhält nina 

wir' = cos »i9 ; Wo' = — 2,? cos ^cp ; Wl ~^ := f cos H-y 

und hieraas wegen W^"'" = 

- Wi,' ^^cosH*/'; Wo*'* = — «/?cos»4^^; Wj'' = co8»i^ 

Setzt man ferner n =1, m = — 1, und nach einander »s=— 2, 

i = — 4 etc.. bis » = 2, so entstehen 

• • • » 

wrr'= cos H^wir' 

wi"* = cos'iywj'"' — 2^ cos wir* 

Wf "* — C0ß»i^W| "' + cos'iyWj'"* 

W?"*= /J»008«i^W,*'"* 

Setzt man » = 1, «i=4, i = — 2, etc. so kommt 

wt! = cos *^wh! 

Wl" = cos ».^/ U, ' — 2/9 cos VVi\* 

H^" = cos Wi' ' — 2/? cos HipW^ +^co8 »^Wti 
elc. 

Die ttbrigen-Coefficienten für n r= 2 bekommt man aus diesen durch die 
Gleichung W."*" = Wi**. 

Setzt man « 2. m = — 2, t = — 3, etc. so geben die vorste- 
henden Coeflicienten mit Zuziehung von (49) ; 















— 2,? cos Hy^vir* 


» 






— s5i?cos«i<piy!:r' 






cos 'ff W,*"* 


— 2/?cos»4ipW;'~* 


+ itf»cos»4^w!:r' 


Hf-' = 


cos 'iyHV 


— 2/Jcos»ivW''~' 


+ /^cos2i<^Wo'"" 






— V cos »iv> 










• 

cos 
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Mit II =; 2j m = 0, f = — 3, etc. wird 





COS «4^ w^r* 
















cosHyWf"* — 
















cos'^^H^"*-^ 




+ /3*cos»^W;*''* 


1^-' = 




a/ycos'iy)^^"* 












U. 8. W. 









Diese Art der Berechnung hat keine Unsicberlieit im Gefolge, weil alle 
HuIUplicatoren kleiner sind wie Eins, nnd keine Subtractionen vorkom- 
men, indem die WCoefficienten abwediselnd positiv and negativ sind. 
Man kani% durch dieselben Gleichungen auch die Coefficienlen Air die 
kwischenliegend^ Wertfae von m berechnen, wenn man ursprünglich 
ausser der Gleichung ()" = 1 auch 

p ^ —ß cos ^<p . y-* + (l+zJ*) cos — (i cos '^9» . y 

zu Hülfe nimmt, welche 

W/'*^ W^r = — ^cos^H-; »vd'"^(H/S")cos»i9> 

giebt. Man kann diese Ucchoiing am h iiocli auf andere Art ausführen, 
denn auf ähnliche Weise, wie (4U} gefunden wurde, Üudet man auch dass 

Wi**-*'*^» = cosM^lCr---2/ycos»4^ + cos»49W5^r 

ist. Für Wi'" ergeben sich aus den Ausdrucken des Art. 43 sofort die 
folgenden einfachen Ausdrücke 

die in dieser Rechtaung auch mit Vortheil angewandt werden können. 
Es .lassen sich noch viele Gleichungen zwischen den WGoelBcienlen 
ableiten, die ich aber hier weglasse, weil die vorstehenden ihren Zweck 
sicher ond leicht erfiiUen, 



Abbindl. d. K. 8. Ues. d. WiMfOtch. IV. |8 



Digitized by Google 



246 P. A. UMsm, 

45. 

Die )VCoeflicienlen können auch auf ähnliche Weise wie die der 
vor. durch KettenbrUche berechnet werden , und wenn man sie aaf 
die im vor. Art. dargelegte Art boreclinct , so ist es zur Controlle dien- 
lich, auch einige derselben auf die folgende Art zo berechnen. Setzt 
man fii*f < statt t in die Gleichung (48)« so kooimt 

Nimmt man t stets positiv, und setzt von 1 bis t = » — m, 



n — TO — N — m— »-1-4 siny 



j {«— fi»4-fn— i4-l)/S* r, w-f-m-f-«' "'"7 



so bekommt man 

4 



Der Anfangswerüi ist hier 

aber wenn die U'Coeflicienten vor I^C* schon unriicrküch werden, so 
recluu't man am Zweckmnssiijstcn für den höchsten Werth von i, den 
maii braucht, aus folgendem bLcUcubruch 

I-I-0IC 



WO 



(w-Hn) ( n -m-f 1) ^ . ^ (n— m— i) (w-l-m^i+l ) ^ 

etc. • etc. 



46. 

FUr die ttbrigen Coefficienlen setze man, von f =1 bis t^'ii+m, 



HC: 
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' ■ i—itn sin * a 

dann wird 

WÜJ = WC'"" 9i 9» 9t ... 

Der AnTangswerth ist wieder Ct,+m ~ ^ i uad wo dieser nicht gebraucht 
wird, 



WO 



4+ etc. 

■^-^ — — P^» P'— ^ — rnis+ä) P 

rl— (4;MS»r — Wim — ^ 

etc. etc. 



47. 

Es wird, um die vorfaei^ehendea Becbnungea aoszufbhren, wieder 

nur W,^'"* gebraucht; ich werde aber, wie vorher, so auch hier etwas 
weiter gehen. Die Austii ucke des Xi l. 43 zeigen sogleich, Uass 

IC^ = I)'C08*«4^ ^^^.'.::J^B^ßiF(-^nr^^ -n+si+i, •+< . f\ 

und der daraus folgeiulo Wcrlh von W",'/" kann, wenn kloin ist, oder 
«'illgeiueia wenn » — m klein ist, zur Berechnung angewandt werden. 
Dieser ist aber der a. a. 0. gegebene Ausdruck» nemlicb 

n. = c(tt'-iy jl + !t=-V + + etc.j 

Ich werde nun ^ = sinib setzen» und die von cos k aUulngigeii Aus- 
drucke suchen. Durch die Gleichung (St) bekommen wir sogleich 

F{ — » — »«, — rt+m-f-i, t-f i , (f^) cF( — » — m. — n-|-r»+i, — 2«. cos^/t) 

Wenn m < n ist, so kann der Ausdruck rechter Hand nie unendlich wer^ 
den, obgleich das dritte Element eine ganze negative Zahl ist, denn er 
bricht stets vor dem Giiede ab, welches die Null zum Nenner bekoouneA 

18» 
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wurde. Bestimmt man nun die Constante c wie oben gezeigt wordeo 
ist» 50 wird 

_ ^ w-H»-f «+* • w-t-t»-(->-t-a ...in 

und hiemit erhall man 

Um den Ausdruck der ttbrigen Goeffdenten zu erhalten, braucht man 
hierin nur — m statt m zu schreiben. Also 

Wr=H/cos«-1^2:=±i51^^ 

beide Aosdrttcke geben übereinstimmend 

48. 

Stellt man W^'" durch eine DiCTerentialgleichnng dar, so erhält man 

-dp- + -ferar -n — 4(it-fli')w« =0 

und aus dieser kann man auf die Art. welche ni den YOrhergehendea 

Paragraphen dargelegt worden ist, W^'" durch eine halbconvcrgircnde 
Reihe (hi -iiMIcn. Allein wenn nicht blos «, sondern auch m eine grosse 
Zahl ist, so wird diese Reihe nur sehr l)oschrilnkler, oder gar keiner 
Anwendung fähig sein, da die Potenzen von vi im Zahler vorkommeo. 
Ich werde indess ein Verfahren andeuten, durcii welches man denAus- 
<!nif k von W^'" von denselben oben entwickelten halbconvergireadeD 
Reihen abhängig machen kann. Durch Huire der Relationen zwischen 
denjenigen ifTunctionen, die Goum Fvncliones oonl^wu nennt, kann maa 
zwischen beliebigen drei FFunctionen , deren Elemente um ganze Zah- 
len von einander verschieden sind, eine linearische Gleichung entwickeln, 
und da nun m hier eine ganze Zahl ist, so Iflsst sich eine Gleichung der 
* folgenden Form ableiten, 

F{«, ^ t") = AF(a+m, ^J— m, y, 2') + B Fiai-m^l, (i—m—i , z-) 

wo A und B im Allgemeinen rationale Brüche in Bezug auf 11^ sind. FOr 
Wm" ist nun dem Vorhergehenden zufolge 

a = — n — m, ß = — n-H», y = 1, « = sinA 

also wird für ihesen Fall die vorstehende Gleichung 
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F(^ii — m» — ii+m, 1, sin**) = 

ilF(— », — «, 4, sin**) + ÄF(— »— 4, — «— I, 1, sin»*;) 

die erste der V' i unctioncn rechter Ilaüd isi aber die, die im § I in eine 
lialbconvergirende Reihe verwandelt wurde, und die zweite FFunclion 
entspringt aus jener durch YerwaadeluDg von » in n-|- 1 . Auf dieselbe 
All könnte man auch von 

F( — «I, 4, sin'*) und F{—m — 4, m+4» 4, sin**) 

abhängig machen, wodurch man auf die halboonvergirende Reihe des 
§ II hingeführt würde. Ich muss mich indess hier begnügen, dieses 
Verfohren blos anzudeuten. 



SIV. 

Entwickelung der GiMmum und Suuttse der Vielfadien der exeen- 
trisehen Anomalie in Reihen, die nach den Cosinussen und Sinussen 
der mitdwen Anomalie fortsehreiten, und umgekehrt. 

49. 

Sei * die excentrischc und g die mittlere Anomalie, und bez. y und 
z die dazu gehörigen imaginären Exponcnlialfuncüonen, nemlich . 

wo wie froher e die Grundzahl der natorlichen Logarithmen bezeichnet. 
Die Coefficienten der zu entwkskelnden Reihen bezeichne ich mit 1^^ 
und Qf \ so dass 

Nehmen wir nan an, dass k und i ganze Zahlen sind, so ist zufolge des im 
Art. 20 bewieaenen Salzes, und weil hier augenscheinlich QlJ*^ — Qf^ ist, 

^* — T 

WO aber der Werth h = 0 eine Ausnahme macht. Es sind gleichfiills 
alle P und OCoeffidenten kleiner wie Bing, mit Ausnahme des im Art. 4 9 
genannten Falles. 
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50. 

Der Ausdruck des vor. Art. flUr t giebt auf dieselbe Art wie der 
allgemeine Auadruck zu Anfiing'des § II« 

III . 

aber aus der Relation zwischen der exceotriscben und der miulerea 
Aaofuaiie, aemlich aus 

zieht man 

(51) j ^ yc"''^ 

und hiemit geht das Torstehende Integral ttber in 

Sei nun Qbeifaaupt 

(53) c'('-t) 

dann kann man sich durch die Entwickeiung leicht Uberzeugen, dass 







1)- /r 




= (- 











Die Substitution des Ausdrucks (53) verwandelt den (50) in 
Da Quo, weoD p eioc gaozo /alil bedeutet, 

ausgenommen [y_«r_i y "^^^ — 

so giebt der vorslehoude Ausdruck sogleich A — i — m — 0, und also 

(55) O!** = ^ 

und hieraus etgiebt sich zufolge des vor. Art. 

(66) p;' jr" 

wo aber 4:=0 eine Ausnahme bildet. 
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Dieses Resullat ist in reeller Form schon von JaooH in CreileB 
Journal Bd. XV ^j^geben, fber auf ganz andere Ati bewiesm, und der 
AitsnalimeM nicht berttcfcsichtigl. 



51. 

Um F^o zu erhalten, wende ich die Gleichung - 

an, die aus dem Ausdruck fttr 2* des Art. 49 folgt. Die Gleichung (51) 
giebt durch die Differentialion 

womit die vorsiehende ttbeigeht in 

Durch AnwenduDg des Satzes (öi) Findel man sogleich, dass dieses 
Integral im Allgemeinen gleich Null ist, die FttUe i=Q, i=i, i=. — 1 
ausgenommen. Jn diesen wird 

fr 

fUr alle ttbrigen Werihe von t ist also 



52. 

Von den hier mit/;'"' hezeichnetcn Functionen sind mehrere Xafein 
vorbanden; ich habe eine in den »Ahsoluteu Störungen etc.« gegeben. 
Die Gleichung (53) giebt obrigens leicht, wenn m stets als positive und 
ganze Zahl betrachtet wird, 

fS'") __ i"» ' 1 1 A»_ l' _ 4- P(r ! 

^ 4. «..inj 4.m-f4 ■ I.S.m-jpr.m+l i .i.i.m-^i .m^i.m-fs — ^^') 

welche Reihe für jeden Werth von k und m convergirt. Die bequemste 
und sicherste Art der Berechnung einer Reihe dieser Functionen ist die, 
dass man eben so, wie in den vor. g gezeigt wurde, das Verbllltniss 
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von 4"^'^ zu durch flttlfe eines Kettenbruches beredm^, und 
schfiessllcli daians and dorcb //^ die FnnctioneD fieUwt Es dient dam 
der erste der beiden KettenbrOche, die ich a. a. 0, gegeben habe, nach- 
dem darin ifp=iO gesetzt worden. *) Setzt man nemlich 

T i+t < 

. - eic. 

wo die Noll der Grenzwertb der Glieder ist, so wird 

Am) .iOi 

Wenn X eine grosse Zahl ist, so hann man Ji^ durch die halbcoa- 
vergirende Reihe, die ich a. a. 0. entwickelt hab<s, mit weit geringerer 
Mtthe berechnen, wie ans der oben angeführten, die stets con?ergirt. ' 

Ich'bemerice noch, daias diese /Functionen in die Kategorie der 
hypergeomelrischen Reihen gehören , die in den vorigea ^ vorkameo. 
Man findet leicht 

= ix:5^('.'.-+<.-^) 

WO p eine unendlich grosse Zahl ist. - 



63. 

Man kann i^^ und Q^t^ auch durch andere Functionen aüsdrttclMD, 
die in die Klasse derjenigen gehören, wovon ich in den folgenden 
einen ausschliesslichen Gebrauch machen werde, und die man frtdier 
nicht gekannt zu haben scheint. Die DifferentialgleichuDg (37) lässt sich 
wie folgt schreiben, 

T=7(<-»)0-i)«»»'** 

wo wie frtther 

ist. Substituirt man diese nebst (54) in die Gleichung 



•j Es läs-sl sich leicht zeigen, dass die a. a. 0. gegebenen Intcgrationsfacforen als 
J Functionen deiinirt werden kijnnen, in welchen der fihere Index keioe gaoze Zahl ist, 
wie er seiner arepningtichen fiedeutuiig nach sein tuuös. 
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♦ 

so entstellt ' 
wo 

fi ='h cos 

ist. Der CoeiBcienl von dy unter dem Integralzeichen Iftsst sich in fol- 

* 

gende drei Factoren zerlegen, 

von welchen der dritte ans dem zweiten entsteht, wenn man darin 

71 in — jtt, nnd y in jf* 

verwandelt. ist aber 

: = ^-ßs ' . . , 

Setzt man daher 



etc. elc. ' 

etc. etc. 

so wird 

{i—ß9)<f^ = 1 + A,ßyA- A,^f + + Ctc. 

und der eben angeführte Coeffident von unter dem Integralzeicben 
wird 

== {i»/Ä» — V, fi, /JH» + ^ jj,;^ + etc.} 

+ .ST (— i \' y-*-'-» {fi, ^ — fi,+, .1, + fi,+, .4, ,^'+* + etc.) 
Zufolge des Satzes (54) bekonamt man hieraus sogleich 

1) wepaA«-^« positiv ist, 
= cos «iy (A*., — A^Jh-i + Z**^ + cte.} 
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W6D0 f — h positiv ist, 

fUr t=:r A sind beide Ausdrucke gleichbedeutend, und die oben bei dea 
PCoefficienten gefundenen AusnahmeOtlle sind hier in der allgemehien 

Form eathalleu. Durch liulfc der Gleichung 

brii^ man die QCoeffioifinten auf diesäbe Fonn, wo aber t 0 einen 
AusoshmeM bildet, in welchem der Wert!h von 0« \ welcher aas (5$) 
folgt» stets angewandt werden moss. 

Die Yergl^4diung der vorstehenden Ausdrucke fllr fi^ mit (56) giebt 

♦ 

neue Ausdrücke für die /Functionen, die noch nirgends gegeben woi^ 
den sind. 

Bs hissen sich noch mehr analoge Formen aufetellen, die ich aber 

weglasse, weil sie minder einfach sind, wie die obige, and ihre Abtei- 
lung dem hihaU der folgenden ^ leicht entnommen werden kann. 

54. 

Um eine Relation zwischen drei P oder OCoeffiicicmten abzuleiten, 
gehe ich von der identischen Gleichung 

aus. Substituirt man hierin fUr ^ seinen Werth aus (57), so bekommt man 

woraus vermittelst der Gleichungen 

die folgende , 

0 = keQT\ - 2(A^i-4) 0!+. + 
sogleich hervorgeht. Durch Anwendung der (^dchuog 

bekommt man hieraus 

wclclie jedoch für t = 0 ihre Gelluuij verliert. 
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SV. 

CSotwiekdang der Gosinune n«l Sioaase der Vielfaehen der wahren 
Anomalien in Reilieny die naek den Coeinimen und Simmen der Viel- 
fittfaen der mittleren Anomalie Ibrteelireilen, und nmgckelirt. 

55. 

Diese Aufgabe lasst sich erstlich aus dem Inhalt der § II nnd IV 

lösen. Dort hatten wir nenilich, wenn wir wieder die zur wahren, ex- 
centrischen und mittleren Anouialie gehörigen, imaginären Exponential- 
fimctioneo bez. mit x, y imd z bezeichnen, 

MuiiipUcirt man diese beiden Reihen mit einandei. ao bekommt man 
wo 

tr = iij" pT + «?•' • + üi" Ji" + C 1^!' + etc. 
Dieser CoefEcient besteht also aus einer unendlichen Reihe von Pro- 
ducten, deren jedes aus zwei Factoren besteht. Dieses ist in der That 
die Form, die alle vorbergehendea Bntwickelmigea haben, die ich in 
jedem § aos dem Prodact zweier Facloren abgeleitet habe. In fost allen 
vorhergehenden FaUen bestand jeder der beiden Factoren eines jeden 
Gliedes der Coefficienten aus einem einzigen GHede, und ich habe da- 
her ded Coeffidenteo selbst sogleich mit Einem Buchslaben bezeichnet. 
Nor in der, der vorstehenden analogeh, Bntwickelung des Art. 42 und 
in der Entwickelong des vorletzten Art. des vor. § bestand jeder Factor 
aus mehr wie Einem Gliede, weshalb der Coedicieut zuletzt unter einer 
der obigen analoijfen Vonn dargestellt wurde. 

Die beiden Factoren eines jeden Gliedes der Coeflicienten kmuien 
auf mannigfaltige Weise dargestellt und verändert werden, wie man im 
Vorhergehenden gesehen hat ; es gi(!bt aber ausser diesen eine neue 
Art, und zwar diejenige, wovon ich im vorletzlen ,\rt. des vor. ein 
Beispiel gegeben habe, die ein neues Licht auf die Entwickclungen der 
Functionen des Hadius VrM tru s Hnd der Anomalien nach den Cosinussen 
und Sinussen der Vielfachen der mittleren Anomalien wirft , indem sie 
diese Entwickclungen auf einen bisher noch nicht gekannten Grad von 
Ein&chheit und Regelmassigkeit hinführt. 
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Auch diese neue Form ist, während sie im Ganzen dieselbe bleibt, 
in ihren einzeloeo Theilen vieiracher Abänderungen ßihig , von wdchen 
ich im Folgenden nur die zunächst liegenden entwickeln werde. 



56. 

Sei wie oben 
nnd dem entgegengesetzt 

Da die Differenz zwischen dfr Mahren und mittleren Anomalie eine 
solche periodische Function ist, wie inj Art. 17 allgemein augeuommen 
wurde, so finden hier die Sütze dt^r Arll. 19 und 20 statt. Es sind also 
alle C und ö Coefficienten kleiner wie Eins, mit Aufnahme des dort 
bezeichneten Falles, in welchem sie gleich Eins werden. Da ferner hier 
augenscheinlich 

iiit =: er und Bti = 



ist, so wird 



Oder Cr=-f< 

57. 

Die DGoefficienten kann man erstlich ohne Integrationen finden. 
Es ist dem Vorhergehenden zufolge 

WO wieder ^9 = tg 4^ ist. Hieraus bekommt man 

Um die Enlwickelung dieser Function auf eine regelmässige Form 
hinzuführen, bemerke ich dass 
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Subsiiluirt maa diese in dem Exponentea der vorstehenden Gleichong, 
so wird 

wo 

m = "^^^^ - ^ s= i Gos 9> 

gesetzt ist. Die rechte Seite dieser Gleichung iasst aich io drei Factoren 
verlegen, nemiich io 

wovon der dritte aas dem zweiten entsteht, wenn man darin — t statt t\ 
— m statt m, und sr^ statt » schreibt. Es ist nun 



. = 1 _ I ^ + ^ ^ _ i:i±i^ ^ ^ ± etc. 
— üi/Ss + M 'il (j» »» _ « ttii'i^ / + etc. 
+ V /*'«' - T- (S'«»±elc 



Setzt man daher 

a«, = f + m 



ir./»°*'±elc. 
+ eic. 



an . « j. i+> !?»! . 

etc. etc. 
9li = T + i» 

Ol i.i— 4 , i — < , m* 

^ = T.V + — "» + V 

m f.i— t .1— a , <— 4 .t—a _ , 1-2 Ol* , m» 

^•i — 4.1.1 + 1.1 + T" T + r» 
etc. etc. 



so wird 



mfix 

(1+/to)-c »+^ = 4--aÄ,/to + a»,^j;'--ÜR,/J»*' + etc. 
(l+/Äir-»)'c*^= 1 + + +91, I- + etc. 

und hierans folgt sogleich, wenn man fi-=i±_k setzt, 
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= { % - iVi 5Wi + 3«, /?*+^ + etc.) 
wo k nie oegaüv genoniriien werden darf. Fdr k - - 0 gelten beide For- 
meln. Um die entsprechenden Ausdrücke fUr die ent^^egeugeselzte Eot- 
wickelung zu erhalten, braucht man nur die vorstebendeo d^ DCoeffi- 
cienten in die Gleichung 

wsL aabsUtulren, in welcher aber « = 0 eine Ausnahme macht. 



58. 

Um andere Ansdrttcke zn erhalten, bemerke ich dasa 

Macht man in dieser die Gix>ääe unter dem lutegralzeicheu durch die 
Gleichungen 

zur Function von y uud dy, so wird 

WO 

n = tco8*^ 

ist. Hier sind 

I 

die drei Facloren, von welchen der letzte in den zweiten abeigehl, wenn 
man darin — ^ statt fi, —n statt «, und y^' statt y schreibt. Da nun 

- "v* + ««T^ /»•»•- 
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ist, so wird wenu mao 

'« — A.t 

» 4.1.3 + 4.1 I 1 +1.» 

etc. etc. 

■ 

etc. etc. 

• {X—ßtff-U-"^^ =4— i^j^a-j^+Pj^V — Pj/J'r» + etc. 

Der Coeflicienl von unter dem lategralzeichen wird hiemit 

+ 2r {0, z*' - Q^, P, + Q,^ Ptfi^T etc.} 

Hieraus folgt sogleich 2ufolge (d4) 

4) wenn ^— • positiv ist, 

2) wenn 1—^ positiv ist, 

- /S^ i Z^'- — (^-H-i ^« l^'-'^ + (^.-^^ A + etc. I 

Für /< = f gelten beide Formein. Die Ausdrücke für Q, etc. 
bekommt man aus den obigen Ausdrücken für jP|f 0|, etc. wie folgt' 

IpM-f+l-^ 1.1. .^-< + 4 + 4.1. » + ... 

XtZi 4. 
*••■'' 4 1.8.. i»— <■*" 1.1. 4 

• etc. ' cic. 
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1 n , w 



etc. etc. 
Durch Anwendung der Gleiehung 

— i ^ 

nehmen die CCoefliciooten mit Ausaahme von i = 0 auch diese Form am,. 



59. 

Durch eine kleine Veränderung des Exponenten von e in der Glei- 
chung (öUj kann mau eine drille Form zu Wege bringen. Addirt und 
subtrahirt mau nemlich zu diesem Exponenten n, so wud 

WO die drei Factoren* 

sind. Auf dieselbe Art wie vorher findel man non.den-Coeffiöienlen von 

unter dem lulegralzeichen 
= £^ (-4/ y^'^''-» j So - R^t Si (i»^' + S, ß'^ + etc. ) 



wo 



71; = 1 + n + < + ^ + etc. = c« 

— rr + 4.» 4.8 a 

etc. 

S,= 4 — ll + ^;-^±etc.=:r- 
S,=q:i--S-«+^^+elc. 

eic. 
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Es wird daher 

4) wenn fi—i positiv ist, 

-■ (- < (1 - S,r'-R^,^^ S, ^-'+»+ S,r'^^ + etc.} 

2) wfenD i—fi positiv ist, 

uDd vermöge der Gleichung 

— TV'» 

oehmen die CCoefficieDten, nvieder mit Ausnabme von 1=^0, auch diese 
Form ao , welche sich uitter andern von den beiden vorheiigehenden 
Formen darin unterscheidet, dass die R und S unendliche Reihen sind, 
wahrend in jenen die analogen Goellicienten endliche Ausdrucke sind. 



60. 

Es wären noch «lie Aiisniilinii'tnlle Cl^^ der vorhergehenden Annivse 
zu entwickeln, allein wenn wir .>UUt de.sstni allj^Ptr^f^'n auf ein»' der 
voltiergehenden analoge Art behandeln . so werden wir auf noch drei 
andere Formen hingeführt, die auch die i> Coefiicieaten , vermittelst der 
Gleichung 

jedoch mit Ausnahme von fi = 0, annehmen. . 
• Aas der Gleichung 

ergiebtsich . • 

<^T-^J^^=,^^^'Az^ (60) 
* • ■ ■ 

Di§ obigen Relationen.zwischen x, y und z gehen 

substituirt man diese, so wie 
so wird 

AMtDdl. 4. X. B. Gm. d. WlMwirh. IV. 19 



wo wie oben m = ieo8tp ist. Die drei Facioreo sind hier 
Setzt man nun 

elc. 
etc. 

elc. 
etc. 

dann wird der Coefficient von unter dem lotegralzeicheo , 

= ^0* ^^^^^ {T^/f — T4+, 17, ± elc.) 

und hieniit 

1) wenn t — fi positiv ist« 

2) wenn fi — • positiv ist. 

= (- 1 r • 'Vi9* 1^-. - Tt/r-'+H lUf t r.iJ^^ + etc.) 
welches die vierte Form isU 

64. 

Um eine füiific Form zu erhalten, mache ich durch die Gleichangen 



fc==:^(i--.Ar)(<-^-']cos«i9 
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die Grösse unter dem Integralzeichea der Gleichung (60) zur Function 
von y und dy. Es kommt • 

wo wie oben »=:« cosH^ isl. Die drei Factoren 

geben durch ähnliche Entwicicelung wie olien den Coefficienten von dy 
unler dem Integralzeichen 

= [Kit ^ — Jr*+i ± etc.} 

wo 

etc. 

elc. 

— "775^ + -r + X 
etc. 

etc. 

and hieraus ei^giebt sich 

1) wenn t positiv ist, 

Cj"' = cos I ^i-^ — + ^-H-» + etc. i 

2) wenn fx — t positiv isl, 

6S. 

Um euie sechste Form so erhalten, füge ich wieder dem Exponen- 
ten von e die Grosse n — n hinzu. Dndnrch wefden die drei Factoren 
unter dem Integralzeichen der Gleichung des vor. Art. 
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uad der Coeflicieiit von dif unter dem Integralzeichen' 

^^rr-*^-' • |6*froi«* — + etc. j 

+ i-yf jr i g„ ^' - g, ^ + eic. j 

wo 

G, = 4 — » + ^ + etc. — c— 
etc. 

i/« = 1 + « + r + = 

«, — rr^*+ i.i -r + ew- 

etc. 

Es folgl hieraus 

1 wenn I — positiv ist, 
= cos»i^ I G^ü^^'-^ ^ G^H-i Ät<*^»+G^Ä,/?'-H^ ± etc. | 

2) • wenn ft — • positiv ist, 

wo, wie in der driUeD Form, die G und itf Coeßicienleu unendliche 
Reihen sind. 

Diese sechs Formen mögen hier gnttgen,. obgleich man noch meh- 
rere geben könnte. 

* ' 63. ' 

Die Ausnahniet^ile, die die Liebergangsformel 

darbietet, verdienen eine besondere Betiacliluug. Setzt mani = k in 
dem Ausdruck (ür Di-ä des Arl. ö7, so wird 



wo 
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% =i + « + T + ri+-- + rf-. 

**H — i.i..<.|.i 

• . •■ . 
■ S)I, = -f + m 

eic. 

Setzt man ^ = 0 io dem zweiten Aosdruck Dir des Art. 58, so er- 
giebt sich 

Di' = (1 — /f) 1 Ö, • — Oh-i + ^1 ^'-^ + etc. t 



wo 



Qt =4 + 11 + 4^ + ... + ^ 



etc. 

P, = — 1 + » 



etc. 

Setzt man endlich 0 In dem zweiten Ausdruck fUr des Art. 59, 
60 kommt 



- [^-f}{S,B.ß^ - S^,R,ß'+* + 6^,«,/?-^ ^ etc. i 



wo 



= , _ (- .)^. jl - IJI . + 1±| ^ _ |±| ±eu=. j 

etc. 



Digitized by Google 



« 



M6 P. A. Uadseh, 

*. = -< + T-|< + T» + TX,+ TO + «'«i 

etc. 

Ich werde weiter unten auf diese Ausdrucke zurttckkommen. 

64. 

Setzt man in den Ausdillcken fllr dt^ der Artl. 60, 61 und 6S t= 0, 
80 wird vor Allem 

m^O, » = 0 

und mao bekommt 
wo 

If^ = r^, = ^+2, r^ = /»+3. ete. 
T, = — 2, T, = 3. = — 4, etc. 

Cf» = (—1)^ cos'i^ (L^/?'* — Lh4 Ät + + elc.J 

wo 

jr, = /»— 4, i^ = i^(^— 1); etc. 

Cf» = (— 4y cos'tHp l^O.Go/J'* — G,ß'^ + H^^G^ß^ + etc.j 
wo 

ij; = j»+^ ifH-i = isr^~o. etc. 

Co=<, C, = A»— I. C, = i/*(^— 1); etc. 

Die beiden letzten dieser Ausdrücke sind identisch, und geben ftlr Cjf* 
einen endlichen Ausdruck, welcher nach der SubottUilion der Factoren 

so steht 

(62) C = M^/J'cosHv 0» ={— co«9>) 

Man kann diesen Avadruck auch auf andere Art finden. Setzt man 

t — 0 in die Gleichung (61), so wml 
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Aber sufoJge des § 1 wt 

Subsliluirt maa diesen Werth, so wird weil 
ist. 

Diese Gleichung zeigt, dass Co'''cosy gleich dein Coeüicienlen von af 
oder von j"** in der Ent wirke! uns^ von (>' nach den Potenzen von x ist. 
Alle für diesen Coetlicienteu im ,^ I entwickelten, verschiedenen Tormen 
kann man also hier nach und nach suhstituiren. Diese Coefficienteo 
wurden dort allgemein mit V±) b 
und + 1 — so wifd ttberbaupl 



wurden dort allgemein mit V±) bezeichnet, setzt mao also darin iis=2 



WM) vi? 



cos ip 

Um bieraus den oben gefundenen endlichen Ausdruck wieder zu erhal- 
ten, braucht man nur den Ausdruck (17) zu sulistituireD, Dieser wird in 
unserm Falle 

Schreibt mnn hierin die /^Function aus, und sobfitituirt in die vorher- 
gehende Gleichung, so wird 

welche wegen \^ß* = sec'|^ mit (68) identisch ist. 

♦ 

65. 

Ausserdem will ich noch die Functionen 

cos/i (f — g) und &Hf${e — g). 

wo /A eine beliebige Zahl ist, in Reihen entwickeln , die nach den Cosi- 
aussen und Sinussen der Yielfiichen der wahren Anomalie fortschreiten, 
lieben wir zu den imaginären ExponentialAinclionen tlber, so kommen 
wir aof die Function (^yf, die nach den ganzen Potenzen von x zu ent- 
wickeln ist. Sei daher 
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wo t nulhweudij^er Weise eiae ganze Zahl ist. Die Gleichungen 

geben hier 

s 

Erhebt nuin diosc Glcichuug Seile für Seite zur Puteuz ^, und nimml- 
auf die Gleichungen (liH) Rücksicht, su w ird 

♦ 

wo m — /i cosy ist. 

Behandelt man diese Gleichung eben so wie die vorhergehenden, 
und setzt 

= m 

= _ m + 
etc. 

etc. 

so erhttit man 

1) für die positiven Werthe von i". 

/Si"' = F, ^' - /.'h-i G, + /^+, + etc. 

2) far die negativen Werthe von t, 

Für 1 = 0 gelten beide Aiisdriicke. 

Die ¥ uud (1 CocdiciciUcu Ivüuneu hier durch das lolgeude Ver- 
fahren gebildet werden. Sei 

S — W| » t t — ""l ♦ t.1.4 — • 

Man schreilM die Zahlenwerlhe von m, m,, elc. unter einander und bilde 
wie gewöhnlich die DiSerenzreihen der verschiedenen Ordnungen, nem- 
lich nach folgendem Schema 
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«, — m = a 

»1, / d — y = etc. 

"»4 — '«a ^ * ' elc. 
«14 ' etc. , ' ' 

etc., 

dann ist 

(c «, ^ . «2 = etc. 

Bildet mao ebea &o die Summen, oemlich 





flt|*|-m = 


a 






«•1 




• 


6 4**0 — 


«1 










*i + «1 — ttf 








c + A = 




* 




e 




+ 6| = 6, etc. 




• 




rf+c = 


C| etc. 






d 


etc. 




»4 


etc. 








etc. 










so wird 












a 






= (jTj, Oy — (#4, elc. 



66. 

Zwischen den C und I> Coeflicienten lassen sich nicht so einfache, 
und wie es scheint, auch nicht so yiele, endliche Relationen angeben, 
wie zwischen den der vor. §§. Ich werde hier nur Eine Relation zwischen 
fflnf dieser Coefficienten ableiten. Es ist 

_4b 00» y _» 

i rta V 4- **** >tP» + < + - " " V + <g »iny + jb* »la'y 

^' 4 COM 'if 

Substiluirt man diese in die identische Gleichung 
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8o kommt 

und wenn die Gleichungen 

i>erücksichUgt werden, 

Durch Hälfe der Gleichung 

bekommt man iiu'raus ' 

0=(jii-2)8in'9i>^L»+ 4(^-1)8in9»/)^i + |/«(4+SlsmV) - itoos»!»^' 

+ 4 ) sin + Bin Vl>Jit 

wo t — 0 keine Ausnahme macht. 



8 VI. 

EntiriekeluDg der Fonelionen ^eosmf und ^"sinrnfin Reihen, die 
neeh den Gosinuieen und Sinussen der Vielfoehen der mittleren An«* 

melien forteehreiten. 

67. 

Diese Aufgabe kann schon durch den Inhalt der vorhergehenden 
auf zwei Arten gektet werden. Im § I wurde ^" in eine nach den 
Potmen von s fortschreitende Reihe verwandelt, und im § V wurden 

die Potenzen von x in Reihen verwandeli, die nach den Potenzen von 

z fortschreiten. Die Verbindung dieser beiden Aufgaben giebt eine Auf- 
lösung der gcgonwariigen. Es wurde gefunden 

multiphcirt man diese beiden Reihen mit einander , so ergiebt sich, 
nachdem 
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gesetzt worden ist, 

XT" = vi"' C + v;*' + Fi"' + eic. 

+ vi" er*' + er" + etc. 



68. 

Die zweite Auflösung ergiebt sich aus dem Inhail der Iii und 
lY. Dort wurde 

gefundeD, uod die Multiplicafion dieser beiden Reihen mit einander giebt 

+ ii5:rfr**+wirif^+etc. 

69. 

Ausser dieson beiden Auflösungen lässt sich eine einfache dirode 
Auflösung auf ähnliche Art wie die dos vor ^ liadeu, und mehrere der 
dort gefundenen Formen werdon sirh .ils ^pccielle Filllo der hier m 
entwickeluden darstellen. Vermiltelsl des oft angewandten Satzes wird 

^" = if^/iS'*-'^»-'-'fc («3) 
ond diese gebt durch die Sobstitation der Gleichungen 

in folgende Uber 
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wo (i — i cos rp ist. Der CocfTiciont von dx unter dem iDtegralzeicheii 
lässi sich wieder in die folgenden drei Facloren zerl^n. 



Da nun die Reihenentwickelung 

(1+/te)ü''^»Ä = i - ^ ßx + 5 r'4-t n- >±! ^t^:^ etc. 

+ /i/Äc — 7* + elc. 

+ ^^'jc* + elc. 

+ elc. 

giebl, so wird weuu man 

fflL = «*— ■ n - i-h 3 ■ n^f4.4 ^ <>— H-3.W— 14-* w ^» 

^ 4.1.3 i.S /* + < 1 i.t 

etc. 

«» w-H-8.>»-«+3..n f4i>4^ <i-<4.a.»-t-i-* ..n-i-t-H-< _L 

V I . i p « . « . . p— 4 f* H " 

. Ii— »+J> - ^4 -y- 

— < i.a..F— 1 1.1,, p 

etc. 
ete. 

+ 4.8,..«—? 

- 4- 

.3.., 



' 4 S.8,.0— < ^ 2.; 



etc. 

setzt, der Coclliciciit von äx unter dem Integralzeichfni 
und hieraus folgt auf diesolbe Art wie oben 
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4 j wenn i — m positiv ist. 



2) wenn m — t positiv ist. 

Für «j — I gelton lt(M(le Ausdr i -ke. Es ist zu bemprken , dass die Auf- 
lösung des Art. 60 des vor. ein «rpccieller Fall dieser ist, welcher 
daraus bervorgehl, wena man n ^ 0 macht. 



Kitie andere Form erhält mau , wenn man in der Gleichung (63) 
die Grösse unter dem Integralzeichen durch die Gleichungen 

z = yc * 

T.==cos»i9'7(1-/?y)(<-/5ir') 

* « 

Bor FonctioD von y und djf macht. Blan erhalt dadurch 

-?yf~". i^-fy-'Ü'*'*'^" äy (64) 

wo fr = » 008 '-1^ i^l. Zerlegt man erst den Coefficienten von unter 
dem Inteigralzeichen in die folgenden drei Factoren * 

80 wird derselbe nach der Entwickelong 

+ sr (—1 )' ^ + E^x G, + etc. j 

-wo 

und ausserdem allgemein 
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n-w-H .n— W.» »— »— g-t*« • . . , «I— ji-f • ^ 

+ i .i ... p .-}- + ««• 

— l.t 9 <.t...j 

Bs folgt hieraug auf dieselbe Art wie oben 

1) weaa t — m positiv ist, 

2) wenn m — i positiv ist, 

Von dieser Form ist die des Art. 62 ein spedeller Fall, welcher durch 
die Annahme n = 0 entsteht 



Ii, 

Noch eine andere Form ergiebt sich, wenn man den Coeffidenten 

von dy unter dem Integralzeichen in (64) in folgende Factoren anflOfit. 

Derselbe wird nun nach der Entwickelong 

. rr- 27 {— 1 fif + 0, ß'^* + etc. j 

wo 

f — — m * ^ f 

P, = ^ -z — ti • • t.t 

etc. 



•"X 4 t.l..p — 4 T f.»...| 



etc. 



Digitized by Google 



EnwicuLViifi DB8 Pbohdcts bimbi Potbvv bbs Radius Vbctobb d. b. w. !275 

X = r + 

Vi , . , -t ^ a 

Öl n^w^-« . n-}-in . i ■ • «»■4-«i4'f Vi »•* 

et€. 
etc. 

ist, und hieraus folgt 

1) weuD » — TO positiv ist, 

2) weon m — « positiv ist, 

wovon die Form des Art. 61 eia specieller Fall ist, welcher durch die 
ADoahme » = 0 enUleht. 

Ich füge hinzu, (fns^: ntn?) norh mehr Formen angebea könnte, 
muss es aber, um diese Abhandlung nicht zu weit auszudehnen, bei 
den vorstehenden bewenden lassen. Ich bemerke noch, dass die Goeffi- 
cienteii P, etc. dieses § sich dorch ähnliche Algorithmen berechnen 
lassen, wie die des Art. 65. 



72. 

I>er Fall « = 0 fuhrt VereinfttchüHg mit sich. Seist man «=: 0 in 
die Gleichling (63), so wird 

Aber es ist 

iL — P* 

also 

Dieser Aosdrock zeigt, dass JS^^ dem mit cos 9 dividirten Coeffidenten 
von dT" in der Entwickelung von (f^ nach den Potenzen von m gleich 
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ist. Dieser Coeflicieol wurde im ^1 aligemeiii mil vj^^ bezeicbnet, 
uad es ist also 

^ CO» Ifi 

worauf die im § I gegt hfru n. verschiedenen Formen der VCoefficienlen 
Dach lk*liel>en angevvniult werden können. 

Von diesem Ausdruck ist wieder der im Art. 64 abgeleitete eio 
specieller Fall. 

73. 

Aus (l(M Analyse dieses v:; i;( ht die urterwarlet einfache Auffösung 
des A'( '/sehen Prohk'ins hervor, die ich schon veroireiilhcht habe, 
und die sich als ein specieller Fall der hier behaadelten Aufgabe dar- 
stellt. Da 

(65) /• = /^^ 

ist, 80 kommt es für die Erlangung des Aasdrucks der Mittelpunkts- 
gleichung nur auf die Entwickclung von nach dea Potenzen von z 
an. Setzt man nun 

1) n — —2 und m ~ 0 in die VOrnicln des Art. 69, so wird, 
wenn man zugleich die Zeichen der mit ungradem Iudex versehenen 
Coeüicientea umkehrt. 



i.3. .1 



Tii =< + M + ^* + i^g+ • + 

etc. . • " • 

etc. 
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Substituirt man ddd diesen Ausdruck in die Gleichung 

und diesen in (65), geht zum Reellen über uud lulegrirt, so wird 

f—g = sr T \^iß* ~ m^^i^ß*-^ + m^^ß"^ + etc.| »n^ 
Eine andere Auflösnnj; findet man, wenn man 

2) n = — 2 und m 0 in die Foroieln des Art. 7ü .setzt, Keliii 
man zugleich die Zeichen der (i Coellicienten um , deren Index uugrade 
lüt, so wird • . 

ir, = <f 

etc. 

woraus auf dieselbe Art wie oben 
folgt. Setzt man 

3) n — — 2 und m = 1 in die Formeln des Art. 71 und kolirt 
ssugleich die Zeichen aller mit ungradeiu Index verseheneu P und 
Q CocfUcieDlen um, so entsteht 

" p _.p . • • 

' ptC. 

0, = ft + T 

etc. 

AMbMdl. 4. K. 8. «^M. WiMMmrii. IV. 20 
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und biemii 

Jede dieser drei Aofltfsaogea des KepplerwSbm Problems ist bei Weitem 
einfacber wie die vorher bekannten, und besonders die letzte Ulsst an 

Einfachheit nichts zu wünschen übrig. 

Vergleicht man diii im Art. 63 abgeleiteten Worthe dor Coefli- 
cionlon 1)q uiil dem Vorstehenden, so zeigt sich, diiss .sie den Coefh- 
cienten der Mittelpimktsgleichnnf; gleich !>ind. Man darf daher nicht 
holTen, sie auf endhche Ausdrucke hinfuhren zu könneD, wie iu Arl. 64 
bei den CoetTicienten Co"' nKiglicli \vurde. 

Ueber die Convergcnz der in diesem und in dem vorhergehenden § 
vorkommenden unendlichen Reihen habe ich noch nichts gesagt. Man 
findet aber leicht, dass sie alle für jeden Werth von /• nndt, so wie 
fllr alle Werthe von ß <\, also auch fUr alle Werthe von 

B < \ 

coovergireo. 

74. 

Um Relationen zwischen den XCoeflicienten abzuleiten , bediene 
ich mich wieder der oben mehrmals angewandten Methode. In die 
identische Gleichung 

substituire ich in die Gleichungen 

Hieraus entsteht 

(66) ,14i: = Ji^^(^'_,-+') + »cM,^,r 

Diese lassl sich auf mehrfache Art durch den Ausdruck von ft durch x, 
nemlich durch 

sin (f^r~^ + .r) — 2 cos -q p-' + 2 ~ 0 
verändern. Multiplicirt man nemlich diese Gleichung nach und nach mit 

9 cos 7 t COSf 

und uddiil die Producte zur rechten Seite von (66j, so erhiiit man 
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^Hr^^'^r'^''^i^-^)<^9e''^'¥^^9-'^ (67) 

^ 1^ = _ !^ ' X- ' + (m+„) cos 9> ' ^--^ r • ^ (68) 

d ■ «.■X- ^ [n+m) sin^ _ ft-f») siny Jü^ ^ 

welche Gleichungen zwischen vier XCoeflicieDteo geben werden. Mul- 
Uplicirt man die rechte Seite von (69) mit 

2 C0S*9> ^ ^"^ ' + COS V '"^ ^ 

so eutsteht 

d.g"«" (»fm)»inV , ^2 i»t*'»)»'''y (70) 

, Sii»4- m Bio*» « 
iltr _« -IM-» {«—'»; »'"V -I. -i»+4 

welche eine Gieichuog zwischen fUnf XCoeflicicnten geben wird. 

- Differentürt man die Gleichungen (67) und (68) , so bekommt man 
leicht 

»« + z = [u in — 2) cos V ~ « (^n — 3y ' J-"* 

+ »(»—<) ^-»« + m(»— 4) siny («*-'— ar+') (7i) 
und hieraas ergeben sieb durch Hülfe der Gleichung 

8in9>(«r-'+a?) — 2 co«V?~' + 2 = 0 

die folgenden beiden 

^ ^ ^^^^gj ^ fi^-2«{»-< )] co8*9) t»"^«?- - [»(2»-3) - 2iw(«-1 )] ^'^aT 
+»(n-1)(>**ar+2fn(»-1)sin9jp'^«^' (72) 
^ d^^^^d^ _ ^^j^. 2»,(„_i cos V 9"'* a?"' - i.n(2n-3) + ^m{nr-i)] 

+ii(fi-l)(»"^a!"-2«i(«i-<)smv(>*^ar^* (73) 
Substituirt man nun die Gleichungen 

a* = ^»(t— 4) JC* »• 

in die Gleichungen (66) bis i73i, so bekommt mau Uie folgeuUen Ue- 
iatiunen, 



■ 
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(b) a^nsrnq^I^y''^' + (m— «)cosVir*" + »^r* — »cos9>X.** 

(c) 0 — — n sinyA, + (m+«) cos'y A, — nX^ — icos^A, 

(d) 0 = (n+m)siDyJC * (»— «)8io9>iC ' +«»ir**" — 

(e) 0 = (n+»i) sin > A; 2(»+2w) sin y A; + (4m+2iw sin V - 4» cos V; K'" 

_ 2 (n - 2m} sin y A.' — (n— m) sia A."^*** 

(f) 0 = [»(ii— ^)+m»] cosV^""''* ^ «(2»— 3)Jp-''"I.+ «(»— yi;-*-* 

+ TO (n— 1 ) sin <f A;-**"-* — m(ii— 4) sin g; A."-"-"** — •»XT" 

(g) 0 = [»(» ^2;+ — 2m(n~ i ]^ cos V^*^'*"— L«(^» ~ — 2w ^« - « )] A;-^" 

+ »(n— <)X,"*'." + 2m(ii— Ijsfnv^JC,""*"*"! — ^A."*" 

(h) 0==[«(n~2) + m« + 2wfn-1) cosV A?"""— [»(2n — 3] + 2m(n~'l:jA."'*'" 

+ w(»— 1}A,"'" — 2m(»— i) smyA;"''"^* — i^a; " 

Man kann hieraus dorch Eliminationen noch viele Gleicbangm mehr 
ableiten , von welchen ich nur einige hier entwickein werde. Schreibt 
man in (a) erst »+1 statt • und m+f statt m, dann »+4 statt n und 
m^l statt m, und eÜmtnirt hierauf zwischen diesen beiden Gleichungen 
uiid der Gleichung (a) die beiden CoeflTicienten A"~''"-' und A^^^'^+V 
so bekommt man 

0 = 2iim ) sin V + *»» (m^—i ) cos V A," ' ~ n («+1 ) (m+l ) sin V A." " ' 

— n(ii+l) (m— I) 8inVA;'"** + 2w(m+^) siny cosyA.""^** 

— 2t» (m — 1) siatp cosy JC*"'""^' — . ii{m'^ — i} cos V-^" * 

die sich fUr fli=0 vereinfocht, und dann in Verbindung mit (a) nttizitch 
wird. 

Eliminirt man X^*" entweder zwischen (a) und (d)« oder (b) und 
(c), so ergiebt sich 

=iBmipXi H-sm^A, + 2A,- — 2cos*^Af 

die man auch ohne Differentiation aus der Gleichung zwischen x und ^ 
hatte finden können. 

Eliminirt man.A,- zwischen (r} und (a), nachdem man in letz- 
terer n— 8 statt II geschrieben hat, so verschwindet zugleich A"~^'*^\ 
und man erhalt 
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+ (n-1}[n(»— 2) + 2iOT cos(/] X;"* " — r — 2) X"'"" 

Eliminirt mau X,^'^"* zwischen (f) und (d), nachdem man indieser »— 2 
slatt n gesetzt hat» so wird 

+ 2i» [n (n-2) + m»] cos V " + [2«» [«- 1 ) - 2i « (2«-:3) cos yj X;*'" - 2t 1^* 
deren m.ui noch mehrere ahlcifon kann. 

Ich bemerke noch, dass iiiau, da - 

V 

ist, Relationen zwischen den XCoefficienten und den C und DCoelfi- 

cientch des vor. § aus den vorstehenden erhält, wenn man darin entweder 

n — 0, oder n = I , oder n 2, etc, 
niachl, von welchen mehrere sehr einfach sind. 
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ENTWICKELÜNG DER NEGATIVEN UND ÜNGRADEN POTENZEN 
DER QUADRATWURZEL DKR FUNCTION 
r-4. r 2 — 2rr' (cos U cos ü' -f- sin U sin U' cos 1/}. 

Die Enlwickchine; der Polenzen lier in der Uobcrsrhriri genannten 
Funclion ist an sich von besonderem, nDathematiscIicii Interesse, weil sie 
711 den schwierigsten Aufgaben gehört, und auf merkwürdige Formen hin- 
lührt. Die negativen und ungradcn Potenzen dei Quadratwurzel derselben 
haben ausserdem ein bolies Interesse, weil sie in der Mechanik des Him- 
mels allenthalben erscheinen, sowohl in der Theorie der Bewegung der 
Himmelskörper um einander» wie in der um ihre Axcn, und nicht minder 
in der Theorie der Figur derselben. Die Eniwickclung der Potenz — ^ 
dieser Function, welche vorzugsweise in den genannten Theorien erscheint, 
ist namenllich in zwei verschiedenen Formen behandelt worden. Fttr die 
Anwendung auf die Theorie der Bewegung der Himmelskörper um ein- 
ander, für welche Ü und IT die Ai^gumente der Breite irgend zweier 
Körper bedeuten, wahrend r und r' die Radä Vectoren, und / die g^en.» 
seitige Neigung der Bahnen ist. hat man sie sonst immer in eine Beibe 
entwickelt, die nach den Sinussen und Cosinussen der Vielfhchen der 
mittleren Anomalien fortschreitet. Ich habe sie fttr diesen Zweck in den 
«Absoluten Störungen in Ellipsen von beliebiger Excentriciiat und Neigung» 
Air den einen Körper nach den dostnussen unfd Sinussen der Vielfachen der 
exccntrischen Anomalie, und -in meiner Pariser Preissschrift -nach den 
Cosinussen und Sinussen der Vielfachen anderer Bögen oder Winkel, die 
ich partielle Anoiualicu nenne, entwickelt. Die zweite Form, die man der 
Entwickelung der in Rede stehenden Function gegeben hat, ist die nach 
den Polenzen von r und r' geordnete, welche vorzugsweise in der Theorie 
der Rotation nud der Fiiiur der Himmelskör|)er zur Anwendung kommt. In 
den «Absoluten Slöruniien etc.» habe ich, um die beabM* litigte Form zu 
erbaiteo, erst die Eotwickeiaag nach den Poteuzen von r und r' vorgenom- 

21* 
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i\m\, und hin (iadnrcli dahin .gelangt, dio Bcrechnuni( der EntwickeluDgs« 
cocHicienten iiborhaupl in sehr kurzer Zuil ausfuhron zu köonea. 

Spyiere Untersuchubgen hahen mich Überzeugt, das» in vielen Fällen 
diese Art der Entwickelung dieser Kunclion auT weit kürzere Arbeit bei 
der Berechnung der nomerischen GoelKcienten hinführt, wie alle anderen 
bisher belcanalen Verfahrongsarlen. Wenn r und r' so beschaffen sind, 
dass ihr Verhattniss der Bins nahe kommen kann, dann wird dieses Ver- 
fahren Freilich nicht mehr kurs, aber es ist schon nicht mehr imbequem, 
wenn r:r* zwischen 0,>5 und 0,6 liegt, und kann selbst immer noch 
mit Nutzen bei Werthen dieses Verhältnisses angewandt werden, die 
etwas grösser sind. Ist hingegen der grftssle Werth desselben kleiner 
wie 0.5. so wird e< .«rhon belrüehtlich kurzer, und überhaupt um desto 
kürzer, je kleiner dei izro.ssto Werth dieses Verhältnisses ist. Die.Ne Knl- 
wickelungsarl wird sich daher tuil Nutzen hei der Berechnung der ab- 
soluten Störungen der kleinen Planeten, die jetzt in so gro.s.ser Menee 
auftauchen, anwenden lassen; eine Berechnung, die dringend noÜ>- 
w endig winl , um nicht den einen oder andern derselben wieder ver- 
loren gehen zu lassen. 

Namentlich für diese Planeleo bietet die genannte Entwickelungsarl 
wesentliche Rechenvortheile dar, die in dem Umstände ihren Grand 
haben, dass die störenden Planeten immer dieselben sind. Es kann 
nemlich ein nicht unbeträchtlicher Theil der Rechnnng ein für alle Mal 
ausgeAlhrt werden, weil die numerischen Werthe der bezQglichen 
CoeflicienCen von den Elementen der Planetenbahnen unabhängig sind. 
Ehi anderer, auch nicht onbedenlender, Theil kann deshalb ein (ür alle 
Mal ausgefilhrt werden, weil es blosvon den KxcentricitHten der Bahnen 
der störenden Planeten ubhiiu-i so dass schliesslich bei der Anwendun.« 
auf einen speciellen Fall nur dir dritte Al il iluug cb-r Recliuung aus- 
zuführen ist. welche von den Elementen 'der Hahn des gestörten Planeten 
abhtingt. i>ie ins Einzelne gehen(J<' Auseinandersetzung di(\«?es Verla hreu> 
und die Anwendung desselben auf ein Beispiel muss ich indess einer 
anderen Abhandlung vorbehalten,, wovon ich schon dnai Theil aus- 
gearbeitet habe. 

Die Entwickelung der in Rede stehenden Function nach den Po- 
tenzen voll r und r' Ist schon langst auf eine elegante Form gebracht 
worden, allein diese kann hier nicht angewendet werden, da in der- 
selben die Glieder grade die entgegengesetzte Form haben, deren man 
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Büm oben gcnaoiiteii Zwecke bedarf. Sie siod nemlich nach den F 
tenzeo der Sinusse und CosiDnafie von Ü und V\ und nach den Co- 
sinuflseo der Vielfachen von / geordnet« wahrend wir sie nach den 
Cosuiussen und Sinussen der Viel fachen von ü und D\ nnd nach den 
Potenzen des Sinus oder Cosinus von J haben müssen, weil U und V 
die Ai^piokenle der Breiten, nnd / die gegenseitige Neigung der Bahnen 
des störenden und gestörten Planelen bedeuten. 

Eine Entwidcelung dieser Art- ist noch nirgends gegeben woiden ; 
die welche ich hier gebe, hat daher auch , abgesehen von ihrer astro- 
nomischen Ati\\enilunf<, das rein iiiailum.iiische liileressi». dass sie die 
liücliicicnten von r nnd r in einer neuen, bisher unbekannten Form 
darütellt. Der allgemeine Ausdruck, den ich für diese Coenicienten er- 
halten habe, ist sehr einfach, er besieht für die posiliven nnd negativen 
Coeflicienten abgesondert aus einem einzigen ühede. und ist eine 
Function von Faclorielleo, oder mit andern Worten Function der G^nussi- 
schen //Functionen mit Argumenten, die ganze und positive Zahlen sind. 
Aus diesem Ausdruck setzen sich die GoelQcienlen der Cosinusse der 
Viel&chen von U und V deigestait zusammen, dass sie ganze und ratio- 
nale Functionen von tg*4Jsind. Die numerischen Werthe derCoeflicienten 
derselben sind bis zur 21. Potenz von r berechnet und dieser Ab- 
handlung angehängt. Die Berechnung selbst habe ich ausgeführt, und 
Hr. Dr. SckeUmer hat die Controllen derselben nach Anleitung des 
Art 26 berechnet. 

Da die ganze Entwickelung strenge ausgeführt ist, su gilt sie für 
jeden Werth von J, aber da die Coellicienten der h()heren Polea/en von 
Ig^^J l)edeutend gross werden, während die ganze und rationale Fnnction, 
welcher sie angciioren, nur bedeutend kleinere Werlhe annehmen kann, 
so wird ihre Anwendung in dieser Form beschwerlich, wenn J eine 
gewisse Grösse übersteigt. Da man sie jedoch noch ohne Unbequem- 
lichkeit für die grösste jetzt bekannte, in unserm Planetensystem vor- 
kommende, Neigung — die der Pallasbahn von ohngetthr 30** — an- 
wenden kann, so bitte ich mich mit derselben begnügen können, aber um 
auch Formeln fbr den nicht undenkbaren Fall zu geben, dass Planeten 
mit grosseren Neigungen bekannt werden sollten, habe ich mehrere 
Umformungen damit vorgenommen. Bs zeigt sich leicht, dBss diese 
ganze und rationale Function, abgesehen von einem aligemeinen Factor, 
welcher hervortritt, in die Classe der Gaussiscfaen hypergeometrischen 
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Reihen gelini i, und dass tblslich die ümfürmuageu, deren diese Reiben 
f^hig sind, liicraut iini,'(>wandt werden können. 

Bei den Formen, die ich hier beabsichtigte dieser Reihe zu geben, 
trat das BedUrfniss hervor sie io Fällen, wofür maii bis jetzt keine 
Saminenformeln hatte (oameDtlicb im Falle wo das vierte Elemeot 
= — 4 wird) summiren zu mttssen, ond dieser UmslaDd veranlassle 
eigene Unlersuchongeo Uber die Summation dieser bypergeometrischea 
Reihe, and g^b Veranlassnng man Inhall des ersten Piftragraphen dieser 
Abbandlong. Man darf hierin daher nicht eine vollständige Abhaiidlni^ 
(Iber die Summation dieser Reihen erwarten, sondern nur die Sum- 
mation derselben in den Fällen, die im zweiten Psaragraphen znrAi' 
Wendung kommen. Ausser diesem wird man jedoch darin mehrere 
neue Sumroationsforaieln , die sich mir in dieser Untersuchung gelegent- 
lich darboten, so wie einen neuen allgemeinen Ausdnuk naclcn, der 
eine weit allgemeinere Benutzuag zuzulassen scheint, wie die, die ich 
hier daraus gezoi^en habe. 

Wahrenil im ü;rössten Verlaufe des zweiten Paragraphen die Kut- 
wickelung der Potenz — ^ der Ein^jangs genannten Function ausgeführt 
wird, zeige ich am Schlüsse, nachdem ich die Formeln zum Uebei^og 
zu den Coeflicienten der Cosinusse und Sinusse der Vielfachen der 
wahren Anomalien entwickelt habe, wie man davon zu der Entwickeloag 
der Polenzen — 1-, — {-, etc. der genannten Function ttbeigehen kaaa. 
Der dritte §. endlich behandelt kurz ein paar Formen, die ich nicht 
glaubte mit Stillschweigen flbergehen zu dflrfen. 

§• 

Von der Summation der Gaossischen hypergeometrischen Reibe. 

1. 

Fuler hat [Inst. calc. intcgr. Vol. If. probl. 13i) dureli ein sehr ele- 
gantes, m öpttteren Sehrifteu oft naeliu;eahmles. Verfahren eine byper- 
goomelrische Reihe isummirt, die der üau:»sischen (Disqumttones ra. 
ser. infinit.) analog ist, und auf (beso iiingeftlhrt werden kann. Eulers 
Resultat umfasst aber nicht alle Fitlle, auf welche es bezogen werden 
kann, sondern ist einer Erweiterung föhig, von welcher ich hier das 
Wesentlichste entwickeln werde. Sei die Reihe 

y (d?) = I + ff, fr, + 0, 6, -f Og 6, H 
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SU suromireo, in welcher «i^, etc. irgend welche munenflche Co^ 
efficienten, und 

sind. Sei ferner 

Wenn nun P irgend eine Function von und a und b ohne Indiceg swei 
beliebige Grössen bezeichnen, dann ist identisch 

Pip {xu) du = Pdu {i-^a^xu-^ a^a^u^-^-a^ii^i^^,.) 

Stellt man hierauf die folgenden Gleichungen auf 

£ Pu du=^b^£pdu 

£Pu'du:^b^J^Pdu 

Pu^du^b^J^'Pdu 
etc. 

und subsütoirt sie in die vorstehende identische Gleichung , so wird 

J*P(p{m) du — (I +aj h^ x + fl,6,x' + a^b^x* + . . .] J^^^ 
woraus sogleich 

rb 

(<) *w = •'A 

folgt, in welcher Gleichung noch die Function P und die Grenzen 
a und b der Integrale zu bestimmen sind. 

Die oben au^estellten Gleichungen geben 

Pu du — b^J^Pdu 

b^J^ PuUiu ^ b^J^ Ptt du 

b^J^ Pit'du .-^ b^J^ Pt^d» 
etc. 

also Uberhaupt 

At'dii = bi f^Pv^-^du 

Ja «/« 
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Die obigea Ausdi ücku iui ^, , 6, , etc. geben aber allgemeio 

es wird daher 

(2) (r+i— 1) r iVd« = (/?+»— 1) r iV-'Äi 

•/a </a 

WO im AUgemeincn die ganze und positive Zahl t von i bis oo ausgedehnt 
werden mmis. Sei durch die anbesUmmte Integntioa 

+ yfti'ifo±= (/?+<—!) yAi'-«A» + (y 

erlangt, wo 0 auch eine Funclion von v ist. Bestiimnt man nun nach 
der Ermittelung der Ausdrücke für P und Q durch diese Gleichung, die 
Grenzen a und b der Integrale durch die Bedingung, dass 

an jeder derselben, und dass innerhalb derselben Qif^ nicht nnendlich 
werde, so ist es klar, dass die Gleichung (2) erfüllt ist. Differentiirt man 
zu dem Ende die vorstehende Gleichung, so kommt 

{y + i— \) Pu'du = [ß^i—i) Pu'-^du-^iQu'-Uu-\-u'dQ 

und diese zerÜUJt, weil sie für jeden Werth von t gellen muss, in fol- 
gende zwei 

woraus 

hervorgeht Durch die Integration dieser wird, wenn h die willkahriiche 
Gonstante bezeichnet, 

(3) <V= {^ — m)""' ' 

und da die Ein» der kleinste Werth von t ist, so sieht man sogleich, 
<^«S8wenn ß>Onadr>ß 

sind, die Werdie ii = 0 und « = 4 die Gleichung Quf^O erfttlleD, 
ohne dass zwischen diesen Grenzen Qi^ unendlich wird. Wenn daher 
diese beiden Ungleichheiten statt finden , so wird der Ausdruck (1) 

«r (<—«)' ^ du 
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Za bemerken ist hiobei sowohl, wie bei den andern unten folgenden 
Summenformeln, dass die Bedingongen, uater welchen (^ = 0 wird, 
die Gleiohong (2) im grOfisten Umfange erfüllen, und dass es daher 
Falle geben kann, in welchen aua der (2) eine der folgenden Gleichungen 
hervoigehen : 

0 = 0 oder oe == oe 

Die Fälle, in welchen diese Ideoti täten statt finden, mtissen ausge* 

schlössen werden. 



3. 

Die Gauasiaehe Reihe ist 

^ («. A X) = 1 + 1^ * + -^^-^ ^+ ... 

es isl also in Bezug auf diese 

und es wird daher 

(4— j»)— 

Subslituirt man diesen Werth von ^ (xu) in (3"*}, so ergiebt sich 

F(«,(».,.«) = >^,-- (4) 

welches die Eolersche Summcnformol ist, wenn man in seiner Reihe 
die Substitutionen macht, die aothsvcadig üind, um sie in die Gaussische 
umzuwandeln. Da in der letztgenannten die beiden ersten Klomente 
a und ß mit einni h r \ ci vvechsielt worden dürfen, so folgt aus der vor- 
stehenden Suiuuiooloi rael sogleich die folgende 

« 

F («, X) 4. ^ (») 

welche das ErrüllLseiu der Ungleichheiten 

a > 0 und / > 

verlangt. 
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4. 

AuBscr den obigen Bedingungen , unter welchen Qu* = 0 wird, 
giebl es noch <'Hidere, die bei Euler nicht vorkommen, und die ich auch 
sonst nirgends aufgestellt gefuode& habe. Schreibeo wir die GleichuDg (3) 
wie folgt, 

0«'=* ■'"X 

und setzen wir 

/y>0 und y i— 1 

dann wird Qu' — 0 für u — 0 und f/ — oo, ohne fur irgeod erneu 
Zwischenwerth unendlich zu werden. 

Die zweite dieser Bedingungen kann erRilU werden, wenn « eine 
ganze and negative Zahl , und r Uberhaupt eine negative Grosse ist, 
denn vermdge dieser Beschaffenheit von a ist siets 

t < — « 

Es wird demsofolge, wenn man — a statt o, und — y statt y schreibt. 

F(-«,^.— y,x} = 4- 



in welcher man durch die Substitution 



« 



die Gn'iizen der Integrale auf 0 und i zurilckflthrcu kann. Da vermöge 
dieser Subblitulion die Werlhe 

« = — 00 und y = < 

« = 0 und y = 0 

correspondiren, und 
wird , 80 ergiebt sich 

(6) F (- «. ß, -y, X) = 

wenn 

und tt eine ganze und positive Zahl ist. Dieses ist eine neue Summen- 
formel, die für eine Reihe anderer Falle wie die obige gilt. Durch Ver- 
Lauscliung von a und ß mit eiuander findet man hieraus 
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f («. -fi, -r> ') = 7, ._. , 

welche voraussetzt, dass 

uad dass ß eine ganze uod positive Zahl sei. 



5. 

Seien ferner ßmdr negative Grossen, dann wird die (3), wenn 
man — ß statt und — statt y schreibt, 

und dieser Ausdniclc wird Null für « = l und » — oo« ohne Air irgend 
einen Zwischenwerth unendlich zu werden, wenn 

ist. Die zweite Ungleichheit kann wieder erfüllt werden, wena ajeioe 
ganze uod negative Zahl ist. Es wird daher alsdann 



Man fllhrt hier die Grenzen der Integrale auf 0 und i zurück, wenn man 

setzt, und erhalt dadurch 

#•(-«. -A-y.«) = 7r^ jz^, (7) 

wenn 

ß>r> a — ^ 

und a eine ganze und positize Zahl ist. Durch Yertauscbung von o und ß 
tbii einander ergiebt sich 



"* ..r— /»„ k«— y— 1 

wenn 



(t>y> ß — ^ 
und eine ganze und positive Zahl ist. 
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6. 

Die in den Nennern dieser Summationsformeln vorkommendeo 
Int^jrale lassen sich durch die Gaussischen //Functionen erhallen, da 
unabhängig von der Theorie der FFunclionen bewiesen werden kann, 
dass allgemein 

(8) ^V-(1-)'-* = ^!p3=^ ■ 

isl. wenn ;i und positive Grössen sind. Da in dem speciellen Falle 
jp = 1 die Zahler dieser Summattonsformela dieselbe Form annehmen, 
so kann man in demselben avch diese, und folglich auch die FFunclionen 
selbst durch die //Functionen ausdrucken. Aus (4) und (5) erbillt man 
ohne Unterschied 

welches die bekannte Gaussische Summationsforroel ist. Wegen des im 
Zahler von (i) und (5) enthaltenen Integrals, welches, nachdem x = 4 
gesetzt worden ist, den Factor (x^uy-f—^ enthalt, muss hier zu- 
folge der einen Bedingung, die die Gleichung (8) verlangt, 

y — « — > 0 

sein, und pk scheint, als müsse auch ontwi dor « oder /j" positiv sein, 
dieses iöl aber nicht nothwendig, denn der Factor, welcher den Au.s- 
dnick (\\ unbestimmt machen könnte, wenn weder ff noch [i positiv ist, 
ist in dem Oiiotienten der Integrale verschwunden. Ausser dieser Sum- 
meufurmel ^eben die Ausdrucke (6) und (7) für den Fall x~ \ die fol- 
genden : 

und die zu (6) und (7) correspondirenden Summationsformeln geben 

zwei nhnliche, die man auch aus den Vorstehenden durch Vertanschuug 

von a und ß mit einander erhalt. Die Vorsiehenden gelten ftlr eine 
Reihe von andern Fallen wie (A^, worunter ich hier nur den, wo in 

ist, her\'orheben will, welcher durch (B) summirt werden kann, während 
er von (A) ausgeschlossen werden muss. Die Summalionsforoieln B) 
und (C) setzen jedenfalls voraus , dass das in der FFuoction mit « be- 
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seicbaete Elcmenl eine ganze und posilize Zahl sei, in Bezog auf die 
übrigen Bedingungen sind sie aber einer weiteren Ausdehnung fiibig 
wie die der allgemeineren (6) und (7), ans welchen sie hier abgeleitet 
worden sind. Man wird dieses aus den folgenden einlachen Be- 
trachtungen erkennen, ausweichen sie auch hervorgehen. Dieselben 
Betrachtungen Alhren ttberdiess auch noch auf eme andere Summatioos- 
formel hin, die mit keiner der vorstehenden identisch ist. 

7. 

' In meiner vorigen Abhandlung habe ich gezeigt, dass die Gleichung 
F («, ß,r,x) = cF («, «4.^ — y + I, 

wo c eine Function von a, ß und r ohne x ist, allemal staU findet, wenn 
beide FFunctionen endliche Beihen (ganze und rationale Functionen von x 
und bez. von i — s) sind, die nicht unendUch werden können. Setzt man 
nun «=1 in die vorstehende Gleichung, so wird die FTunction rechter 
Hand gleich Eins, und man erhält 

F («, ß, y,x) = c 

SeUt man s = 0, so wird die FFunction linker Hand gleich Eins, und 
es ergiebt sich 

in welcher man darauf ylittra+/? — y+1 schreiben kann. Die obige 
Bedingung findet statt, wenn entweder a oder fi eine ganze und negative 
Zahl ,*) und nur nicht y eine kleinere oder eben so grosse, ganze und 
negative Zahl ist. Ich will daher die obige Gleichung üo sciireiben: 
^ (— «. y, = c F (— «, ß, ß^a — y+i, t — 

wo a eine ganze und positive Zahl sein soll, ^ und aber beliebige 
reelle Gr<»ssen sind, letztere jedoch dein oben aufgestellten Ausnahme- 
fall unterliegt. 

Die Constante e kann nun durch die Vergleichung des in jeder 
FFmu^on mit der höchsten Potenz von x, das ist mit x", luuliipiicirten 

•) Die FFimclionen können auch bei gebrochenen Werthen der beiden ersten 
Elemente derselbeo endliche Reihen werden, w enn nur zwischen « und ß gewisse Re- 
laUooen ctatt Ünden; 2. B. für « — — |-, ß ^ — ^=1, wenn « eine ganze und 
posfllve Zahl ist. Diese FSIle werde ich aber hier ausscbliessen. 
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Gliedes bestimmt werden. Man findet leicht das allgenieioe Glied der 
FFonction links vom Gleichheilszeicbea = 

mid das der FFuacUoo rechts vom Gleichheitszeichen = 

' i.i i. {i—a—y■^i.^i — t^—/^^i.,.^^ — m-'X-^i ' 

Das letzte Glied wird daher — 

und bez == ^ \ ,« /> ,^-t- « • • + /i 

una oez. — ^ l'— 

Aber das in der Bntwiekelong von (I — v}* mit c* maltiplidrle Gfied ist 

= ( — hieiuit wird sogleich 

Um diesen Aosdmck aaf iTFimclionen hinzafbhren, dient die Fonds- 
mentalgleichnng der Theorie dieser Fanctiooen , nemlich 

WO z jede beliebige reelle Grösse sein knnn n hingegen eine ^nze und 
positive Zahl sein muss. Wir bekommen hiemit die Gleichung 

(9) F (-«, X) ^ I " ^ ^^^ ^ ,- F {- a, li-u ,^\.\~x, 

die auch in 2 Anwendung finden wird, beizt man nun hierin x = \^ 
so bekommt man die SummenTormel 

(D) ■ F(~«.ß.r^) '^ M)- 

und setzt man x = 0, so bekommt man eine Formel, die nach der Sub- 
stitutioD von für ß — a — \ mit dieser identisch wird. Da 

n i—z) = :x> . 

wonn z eine ganze und pnsitixe Zahl ist, 80 giebt die Formel (D) fol- 
geadea merkwürdigen Satz, dass 

wenn ß — a — y eine ganze -und negative Zahl, nnd 

ist. Wenn ß=syisi, so versteht sich dieses von selbst» da 

ist, aber wenn das zweite und dritte Elemeul eiuauder nicht gleich sind. 
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80 ist die jPFonction keine Binomialfonnel. Die SammieDronne] (D) wird 
unbestimmt, wenn ß oder / ganze negalive Zahlen sind« welches davon 
herrahrt, dass in diesen Fallen die Gonstante e eine andere Form an- 
nimmt. Sei Oberhaupt ß eine negative GrOsse« dann ist leicht za finden, 
dass der obige Ausdruck fUr e die .folgende Form annimmt: 

• rVyTTTTT. . . . . . < 

Hiemit er|;iebt sich 

und nachdem x = i gesetzt worden ist 

t (— «, — /y, y, 1) _ „.y^ f^if (B) 

die mit der Gaussischen Suiüiiieuformel (Ai identisch wird, wenn darin 

— ff statt«, nnd — statt geschrieben wird. Die vorstehemie Ab- 
leitung setzt zwar voraus, dass a eine ganze und positive Zahl sei, 
welches die vorhergehende Ableitung der Formel (A) , so wie die von 
Gauss selbst, nicht verlangt, die vorstehende Ableitung zeigt da- 
g^n aber, dass wenn a oder ß ganz und positiv ist, die Bedingung 
/ — ß — a > 0 nicht fhr die Gültigkeit derselben erforderlich ist, 
welcher Umstand nicht aus jenem Beweise hervoi^eht. Setzt man 
4P = 0 in (10) und schreibt 

ftmf a-^ß-^f — \ 

so bekommt man 

' k P' 7*^} TI {y) n(Y-a—ß] vi 

welche mit der Summaliousformel (B) idealiäch wird, wviin man darin 

— ß für ß schreibt, woraus l'oliil, dass diese auch fur negative Werthe 
von ßund y gilt, wenn nur nicht y — ß oder y negative und ganze Zahlen 
sind. £8 folgt femei- aus der vorstehenden Summationsformel der Satz« 
dass F(— y, 1) = 0 

ist, wenn / — « — ß eine ganze und negative Zahl ist, und nur nicht zu- 
^ei<$h X— « und f^ß ganze und negative Zahlen sind. Setzt man end- 
lich ^ßPnir ß, und — ytaryin den obigen Ausdruck für c, so entsteht 

« — l V r— +« 

und hieraus ergiebt sich, sowohl iür jps^I wie für :r=0, 

F (- «, - A -f. 1) = (- <)• -'ii^±f£,'j^ (ß) 
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welche mit (C] identisch ist. Ich bemerke schliesslich, dass mui diese 
SiunmeDformeln auch aus der Gaussischen vermittelst der angeAlfarteii 
FondamentalgleioboDg der /7FuoctioDeii ableiten kann. 

8. 

Wenn man u auf reelle Weise beschränkt, so sind im Vorher^ 
gehenden alle Falle erschöpft« in welchen — 0 werden kam^ giebt 
man aber « imaginUreWerthe, so werden andere Bedingnogen ndglich, 
nnd es öflnet sich ein neues Feld fUr die SuiDoiation der FFonctionen. 
Der allgemeinste Ansdmck, den man ftirn wählen kann, itt der folgende: 



wo 8, r uiul y reelle Grössen sind, von welchen ich hier nur y als ver- 
änderlich betrachten werde. Subslituirl man diesen Ausdruck in (3), 
und verleibt den cousiaulou Factor r^+'-^ der willkuhrlicben Constante k 
ein, so ergiebt sich 



Qnf = kfr-f {cos [{y^ß)q + {ß^i-\ + /^T. sm j+(,J+f-4 >y]} 



— r sin >i\j =z p sin q 

ist. Derselbe Wcrili von u giebt femer» wenn man stets die conslantea 
Factoren der Constante k einverleibt» 



Pdu=.i^'''^ {cos sin [{r-ß-^)q'¥fii!f]} 



ist. Substituirt man diese Werthe in (I}, und setzt darauf den reellen« 
und den imaginären Theil dieser Gleichung-, jeden für sich, gleich NaB« 
so bekommt man die folgenden zwei Ausdrucke: 



II =s r (cos &y + /— 4 . sin sy) 



I — r cos sy = p cos q 



WO 



9 («Ii) = kr' (cos «l — -/^T. sin «I) 

1 — wr cossy — h cos / 
— sin sy = A sin / 
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WO die Grenzen der Integrale wieder, durch die Bedingung bestimmt 
werden mtlSBen, dass an jeder derselben der obige Ausdruck für Qt»'= 0 
wenle, ohne zwischen denselben unendlich werden zu können. Es ist 
hiebei noch zu bemerken, dass wenn nur die eben ausgesprochenen 
Bedingungen erfüllt werden, die Grenzen des. imaglnfiren Thdls anders 
angenommen werden dürfen wie die des reellen. 

9. 

Es tvUrdc mich zu weil fulircn, wenn ich jetzt alle Fftlle unter- 
suchen wollte, in weichen die Bedingungen für Qu' =zi) erfüllt werden 
können, ich raus.s dieses aar eine andere Zeit verschieben, und darf mich 
hier nur mit dem Falle beschäftigen, welcher in § 2. angewandt werden 
wird, und überhaupt die Veranlassung dieser Untersuchungen gewesen 
ist. In diesem Falle sind — «, — ß und jf ganze und positive Zahlen, und 
es ist Oberdiess « = — 1. Führen wir diese Annahmen in die Formeln 
des vor. Art. ein, so dürfen wir r =*1 und t =^ 2 setzen, wodurch 

}» =: 2 sin y, q rr^ + y 

\'yüd,wcnn;xda.sVerlialtniss des Kreisunifanges zum Dmciimcssier bezeich- 
net. Hiemit erhalten wir, wenn wir fortfahren alle lonslanlen Faclorcn 
der wiiikuhrliclien Constante einzuverleiben, und — (i slalt li schreiben, 

Quf=h sin^+^y {cos(y-/?+2t-2)y+V'-^- 8in(y-/f+f i^2)y} 
Da nun y und ß positiv sind, so wird unabhängig von t, (^=0, wenn 
y = '0, = ff, 2», etc. wird, ohne je unendlich zu werden. Für die 
Integrationsgreozen können wir also setzen 

a = 0, = JT 

\cibjüclct niaa ferner die Annalnn» .r. — — 1 mit r=1 und » = 2, 
so wird Ii 2 cos y, I — tj 

und wenn luau diese Werlhe ui die beiden Suiumenformeln des vor. Art. 
subsiitttirt, und darin — a stall a, und — ^ stall ß schreibt, so wird 

/ cos "y sin'' y. cos (7 — /* 4- « — ''v 
F (-«, y, —f) = 2" 'fpr, _ ' 

I «In*'"*"** *y. cos (f — ^ — tf^ 



a. — /3?,/, — 1) = 2' 



Jo _ , 

f, «in y. sin (y — — 4)y. dy 



AMian«. tf. K. 6. Gc«. A. Wifwuck. IV. 22 
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Ich lege in dicsco Foroielo den Hleriionten a, {i und y die Bedeutung 
unter, dass sie irnn/e und positive Zahlen seio sollen, weil (lie.sos der Fall 
ist, in welchem ich »io weiter unten anwenden werde. Es ist aber leicht 
zu erkennen, dass die Gdltigkcit derselben nicht auf diese Bedingungen 
bcM;hrttnkt ist. 

10. 

Für die Anwendung der cl>on gefundenen Sununcnformoln auf den 
genannten F^N ist vor Allem zu bemerken, dass man sich der ersten 
bedienen muss, wenn y + ß — i eine grado Zahl ist, indem In diesem 
Falle der zweite Ausdruck J wird. Wenn dagegen y + — 1 eine un- 
grade Zahl ist. so nuiss tli(> zwoile Summenfomiel angowanilt werden, 
indf'ii) (iaiiu der erslc AuMlruck ^ w iid. Ivs (ritt iiioi' der Fall ein, dessen 
in Art. 2 iiodiichi wurdr. dass nonilich in den angeführten Füllen die 
Gleichimpr 2 0 0 wird, und daher nichts bedeuten kann. 

Vm die lolcgralioncD auszuführen , sei nun 

wenn y-^ß — 1 grade ist, 



+ a^ cos i—y — fi—u + .i j »/ + cos (— — ^— « + I -ij] 

und wenn y¥ß — 1 ungrade ist, 

cos "y. sin > = 

- ^7+/*+!-! i"o .''in + 1)!/ + «! sin (y + 3)8f + . . . 

— a, sin (— — <tf — «+ a »/ — fl^sin (— y — « + 1;yj 

dann ist oflenbar im ersten Falle 



COS Y sin^^+^-'y. cos (y— ^+« — 4)y. dif = 7t ^^^^'ir i »jr 



und im zweiten Falte 

cos"y. sin'+ -'^. sin — /if+a— 1}^/. dy — Jt ^^^^^^t 

Die lnl4>grdU^ der Nenner können wir bekannten Formeln entnehmen, 
denn man weiss dass 
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r sin *Uj . C08 t}nj . dy = (— iyn 



Uiq + p) Iliq-p) 



ist« wernt j) und 9 ganze und positive Zahlen bedeuten, und 

ist. Substituirt man diese Ausdrücke in dieSununenformeln des vor. Art., 
so crgiebt sich , r-^ß inug grade oder ungrade sein, 

f (-«■ -ß. r. -<) = (- ty gU')-'4' («) 

fUr welche nur nocb der Ausdruck von zu ermitteln ist. Bs ist viel- 
leicht Überflüssig diesem hinzuzufbgen, dass wenn 2 eine ganze und 
positive Zahl ist, 

//(*) = 1. 2. 3...* 

und ausserdem 

n{0) = i 

ist. Zur obigen Summenrormel ist noch zu bemerken , dass durch die 
Vertauschung der Blemente « und ß mit einander daraus eine ähnliche 

entsteh!, die im Allgemeinen die Summation vermillclsl anderer Zahlen- 

wcithc der in dem Ausdruck' vorkommenden ractoren gicbt, und dass 
daher Fälle vorkommen können, in welchen es in den An\vendiin2;on 
vorlheilliafter ist, sich der durch diese Vertauschung entstehenden buni- 
menfonnel zu bedienen. 

Diese Formel giebl niclil blos die Sunirnc ih r bezeichneten /''Function, 
sondern auch die einiger anderen. Die aligemeine Yerwandelungsformel 

F («, X) = F («, r-ß, f. ^) 



F + —ß. y. i) .-^ ^F(- a, — —1) 

und djc Summenformel (II) giebt dalier auch die Summe diesci beidi^n 
FFunclioncn , in welchen das vierte Element — \ ist. Ferner, die 
Gleichung (10) des Art. 1. giebt wenn man = — 1 setzt 

und die vorstehende allgemeine Yerwandelungsformel giebt, wenn man 
x=it setzt, 

22« 
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= H)''F(-(/?+r-<).-/?,-(«+^ 8) 

wpsliiilh man auch dio Stimme dieser FPunctioDOn, deren letztes Element 

~ 2 isl, durch (H) t rliall. 

Zui Kritiilleluni^ dos Ausdrucks für werde ich mich der iniagi 
ntircu Exponeiitialfunctionen bedienen. Setzt roan 

2 CO« y = » + 4- 

und suhsliUiiii dirsen Werth, so wie die andern auf bekaunte Weise 
daraus folgenden , in die Gleichungen 

k 

COS '*y sin *y - - ^:fr 1% (" + l« + ^ — ^) Jf + • • • ) 
und bez. 

cos 810 ^ = ^-i,'- K «in (« + *)y + «i »in {« + * — 2)sr + « • -l 

des vor. Art., in welchen ich zur Abkürzung k statt + — 1 gc- 
scbriebeo habe, so werden beide durch die folgende Eine dai^stelll, 

(z + — 7)*== 'Vi + «I +0.«-+*-*+... 

die man thuch Anwendung firk.miUer Vedahrca entwickeln kann. Nimmt 
man diu Logarithmen, so wird 

(: + i)+ftlog(: — ^) ^logK»-+*+il,t-+*-»+<^«-+*-* + ...) 
welche Gleichung durch die Differentiation 

gieht. ScliiilTi man liier die Nenner weg, vt rgleichl die gleichartigen 
(ilicdcr Ulli einander, und schreibt wieder ß y — ^ statt k, so he- 
koiuiiit man, da auüscrdeni leicht zu finden ist, dass a^~i wird. 
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Ö4 =^ H« — — / + I ) «, — i La + <^ + / — 3) fl, 

etc. 



woraus jeder aCoeüjcictU mit Sicherheit hercclinel werden, kann. 
Um dieses jiurch ein Beispiel zu zeigen, sei ausser » = — 4, 

♦ 

dann wird ' . • 

u — — / + I = 4 , « + + / — 1 ~ iÜ 

il| = y — • Y **l =^ "* 

«4 -T + 

- 238 . 



4 



Es isl leicht zu Ünden , dass 

ist, ifnd wenn maa daher diese Rechnung weiter fortsetzt, so muss man 
nothwendig anf dieselben Zahlen zurückkommen, wodurch man eine 

Coulrollexler Rechnung erhält. Ei'ne.andere Eigenschaft der aCoeflficienten 
ist die, dass sio alle uuler den obigen Voraussetzungen ganze Zahlen sein 
inUs.scn, diese kann auch oft dienen um Fehler in der Berechnung der- 
sqibea zu entdecken. Durch die Sumiiiculuriuol ^11} erhalt man nun 

F{«i|2,_S, 4,— 4)= — 238^??^^^=: — 238 

Rechnet man die Reihe selbst, so wird 
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' = 1 — 96 + 4 818 1 8320 4- 34650 — 44352 
+ 25872^6336 + 495 
= — 238 ■ 

wie oben. 

12. - 

Man kann auch Ausdiiicke geben, durch welche die «Goeflicienlen, 
jeder fUr sich, erhalten werden. Sei c eine ganze und positive Zahl, und 

fi - r + < = + « 

dann ist auch stets -^^^ ^^"^^ ganze und positive Zahl, die Null ein- 
geschlossen. Bs wird hiemit 

und die Entwickelung der Binomien giebt 

(* ± t)' ^ ± T + ' V.7- ± 

woraus sogleich 



(13) 



«0' 



«2 ^ ^2 T- 



«•= + TTTi T— I 



a 



' 4 

* «.».J.4 1,l t.^ «.4 

^— x( i.i .ij n.T"'— +T rn — | 

^ 4.1. 4,1, ,4.' 1 4.1 174 1.4.« 

etc. 

folgt. Wenn luuu den It t/(en der durch (12) bcrcclmeleu a Cocllicienlen 
auch durch dca bezUglichuu Ausdruck (43) berechnet, so erhalt man 
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auch eine Controlie l'Ur die Richtigkeit der numerischen Rechnung. Für 
das obige Beispiel wird « = 4 aod X = SO, und daher durch (1 3) 

0^ = 28 — 336+70 = ^ 238 

wieobißli. 

43. 

Man sieht ans dem Vorhergebenden, dass .die //Functionen, die 
wir hier betraobtet haben, sich im Allgemeinen nicht durch ein einziges, 
ans iTFanctionen besUdbendes Glied darstellen hissen , es giebt jedcfich 
besondere Fülle, in wclcben dieses möglich wird. Unter diesen will ich 
erst den Fall 

« = 0 

betrachten. Die Glcichun^eu geben in diesem Falle sogleich 

II, = 0 
0,= 0 

etc. 

und es wird daher, wenn ausserdem ß. ungrade ist, 

F(— 1) =0 
und wenn grade ist, 

welcher Ausdruck denen der Art. 5. und 6. analog ist. Ein anderer Fall, 
in welchem ein analoger Ausdruck entsteht, ist der, wo 

«==1 

ist. Die Ausdrücke (1 3) geben in diesem Falle 

+ 4 

— '/. — i 
+ 

^ «.4 

etc. 



= 4. 



0« = 



ff 



t. 4 



3 



etc. 
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Hieraus folgt, 

Nvemi (i eine grade Zahl ist, 

Fi « s, t\-i "»■-■; "i/"'(^t^-) 
f (-«. -ß. r.-i)- (- i) 

und weaa ß eine angnide Zahl ist, 

wo das obere Zeichen uiil, wenn * ' . 
und das untere, wepn ' ' 

ist. In meiner vorigen Abhandlung habe ich durch eine, von der hier 
angewandten gänzlich verschiedene, Methode die Function 

F {—fi, fi, 1, sin«*) 

und deren ursics DifTerenlia! in Bezug auf k, in dem Falle wo = * 
siuninirt, tlie.se Funciioiioii f^chiiien in den eben behaiulclfcu Fall, und 
ich werde daher zeiij:en. dass das .sirh aus den hier entwickelten Aus- 
drücken ergebende itesuitat mit jenem Uberciostimoit. Es wird ver- 
mittelst eines bekannten Satzes 

"^^"^'S*'""**^ - = — V sin * cos F ^4— /i, 1+/*. 2. sin *k) 

und die beiden zu suuiinireudcfi Functionen sind daher 

F (— /», /f, i) und — jtt* F (4 — /*, 4 +/», 2, i) 

die ich der Kürze wegen mit F und F' bezeichnen werde. Durch die 
Verwandelungsformeln dea Art. 9. bekommt nutn nun zuerst 

F'=- ^;^,F (1-^,4 -^.2.-1) 
Es ist also hier bezüglich , • ' 

und a = fi — -f, ^ = 4. y ==: 2 

es wird daher für die erste Function . 

« — ^ — y + 1 -^+1 

und iilr die zweite 

« — ß — y+1=^ — 4 
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SubsUluirt man diese Werthe der Elemente «, ß und f in die obigen 
Suminenfonneln , so bekommt man 

wenn fi. ungrade ist. 



("('-?-'))* 



und wenn /i grade ist, 



oder weno luaa die //Functionen ausschreilit, 

wenn /( ungrade ist. 

t * t.4.6. — I 

und wenn grade ist« 
mit jenen Resultalcu übereiostimiucpd. 



Eatwiekeluag; der ne<^ntiven und um^i kK u Puteuzeu Uer Quadrat* 

Wurzel der t uuctiun 
ff^ + r * — 2fr' (coß ü cos ü' + sin U sin l/' cos /) " 

nach den Potensen von r und r', und den Cosimisscn und Sinussen der Viel- 

lachen der wahren Anomalien. 

14. 

Es soUen fortwahrend r der Radius Vector des Planeten m, r' der 
des Planeten m' bedeuten, und 

r' > r 
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sein. Den Winkel zwischen dem Radius r und der gegenseitigen Kooleo- 
lioie der beiden Bahnebenen nenne ich U, und den zwischen r' und 
demselben Theil derselben Knoteoliiiie V; die Neigung der liahncbenen 
gegen einander sei /. Es ist zwar hier gleichgültig, ob man fUr J den 
spitzen oder den stumpfen Winkel wtthlt. den die beiden Bahnebenen 
mit einander raachen, tun aber von einer festen Regel aoszugehen, 
werde ich annehmen, dass / nie grösser sei wie 90^. Die Winkel 
ü nnd 0' müssen ihren Anfang in den Theilen der Bahnehenen nehmen, 
die diesen Wmkel / einschliessen, und es ist folglich, wenn der Winkel 
zwischen r und r' mit H bezeichnet wird, 

cos H = cos U cos U'-{- sin U sin U' cos J 

= cos cos ((/ — ü) + sin cos {U'-^ ü) 
Nennt man die gegenseitige Entfernung der beiden Planelen so wird 
= f»+f«— ärr'cos Vcos (C^*— IT)— ««"'sin Vcoe (ü'+ü) 

Um diesen Ausdruck, so wie dessen Entwickelung , auf den Fall an- 
wenden zu können , wo der eine der beiden Himmelskörper rlicklüufig 
ist, braucht man nur in den Konnein der elliptischen Bewegung des- 
selben die mittlere Bewegung negativ anzunehmen. Sei nun 

f C0B*i/ = a; ^ sinH/ = /». 

dann labSt sich der vorstehende Ausdruck leicht auf folgende l oi ui bringen, 
(U) = 4— 2o cos {V— U) — 2ß cos ü) + «*+2a^+/»» 

die eine Verallgemeinerung der bekannten Form 

1 — 2y cos J" + 

ist, und in diese übergeht, wenn man entweder u oder ß gleich Null 
madu. Setzt man femer 

«cos(£r'-.l7)=p+i-, 2co8(ü'+Ü) = g + | 

dann sind p und q die den Bui^eo U' — U und U'-^V zukonunendi u, 
imaginären Exponentialfunctionen ; nemlich, vveuu mau die ürundzahl 
der naturlichen Logarithmen mit c bezeichnet. 

Durch die Substitution dieser Ausdrttcke bringt man (1 4) auf folgende Foim 
welche ich der beabsichtigten Reibeneniwickelung zu Grunde legen werde. 
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.<6. 

Doiich die Botwickelong der Factoren und des Quadrats des Aus- 
drucks (1 5) kann raan leicht seine IdenliUll mit dem Ausdruck (1 4) nach- 
weisen, allein num kann ihn auch auf die fulgendo Art direct finden. 
Ich beziehe die beiden Körper m und m auf die Aciisea der rechlwink- 
liehen ('oorilinaten x, y, t, und x , y'. t. Die Ebene der Bahn des m 
Süll die JT/Ebene, und <ler ;Mifsfoii:ondo Knoten von m aufm' die xAchse 
sein, dann hat>ea die Coordinuten von m uod m' foigieDde Ausdrucke, 

« r cos . = r' cos (7'. 

y = r cos / sin IT, y' =^ sio V 

z =. r sin J sin U , z' = 0 

und es ist 

= [x—x^ (y'— y) /=? ) + (s,*— y) /ZH J + %^ (16) 

Die vursieliendcn Ausdrucke der Coordioatea geben aber 
r— fy— y) =r'(cosü*— /ZI. sinü ) — r (cos «7— cos/sinlO 
^ r ^^c " * — y COS ^-^J.c — y sm ^jJ. c j 

und wenn man hierin — /HT statt /HT schreibt, so erfolgt 
Die Gleichungen 

* * * 

geben 
also 

2>r=T.sinir=rj-rf' 

und liiemit erhält man 

Substitoirt man diese Ausdrücke in (16), so gehl (45) daraus hervor. 
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16. . 
Ich werde nun zuerst daa Aosdnick (1 5) nach den Petenzen von 
«I und ß eotwickelir,' und den allgemeinen Ausdruck der Goeflicienten 

« 

ableiten, es ist klar, dass man durch die Sununation dieses Ausdrucks 
in Bezug auf alle Glieder, für welche die Summe der Exponenten vqa 
a und ß dieselbe ist, den Goeflicienten der betreffenden Potenz von y 
erhalt. Sei 

daon wird (1 5} 

und die Reihenentwickelung giebt zuerst 

Von (lioser Reibe l.'issl sich kucht du*; allgemeine Glied aufstellen. Der 
«*• limüuiialcocflicient der Polenz — - — ^- hat folgCDdca Ausdruck 

^ ' i^" II {m-\-u) If [im] II iu) 

WO die Argumente der //Fiinofionen stets ganze und jM)>iiive Zahlen 
t>ind, weil in eine solche Zahl Itedeiitet. Aläo der Cueüicieal der 

Potenz — i ist r= JTiu) 

(/r u .)' 

und die obige Reihe wird daher durch iolgeaden allgemeiuen Ausdruck 
dargesleHt, 

welcher nun weiter zu entwickeln ist. • • 



Duicii ilüli'e des Ausdrucks (17) bekommen wir zuerst 

•• r"// (u-f-»i //(«u) //(II) ^ r -r ryt 
aber der Coeüicient von «* in der Potenz von ap + ^>'<^ ist — 

«.•.»... I 

und. da in jedem Gliede k + l^n ist, so kann man diesen Goefficienten 

auch so schreiben 
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Es wird alflo 

' r" 77 {u + ■) /7 (Su) // (») 7/ H) ^ ^ 

Der Coefficieot von v^ß^ ist bier stets ein einzig Glied, welches. 

auch mit f^(f muliiplicirt ist, da nun F aus F durch Yerwandelung von p 

in und q in <|f~^^hervoiigeht, so ^rd die Entwickelung von F'~ ^nr^ 

aus der eben abgeleiteten durcb blose Yerwandelung vcm p*^ in p~^q^* 

erhalten. Es ist daher 
t«4i 



Im Product dieser beiden Gi ös^^cMi kami der Factor f«\Y' durch alle miis:- 
liclien VtMl)iniluiigcn \oii A- ^ 0, / — 0 h\s k = k, l = l Ijervor- 
gcbraclil werden. Nemlith die in F'— ntil 

«V". f^fi* f^f* t^ß" 
«fi^, aß, «ß\ nß* 

m • 

aV", «V» «V «V 

multipitcirlen Glieder geben, wenn sie bez. mit den in F » " mit 

«V'. 

inuUiplicirlea verbunden wenlt ii, Glieder die alle mit multiplicirl 
sind. Diese Verbindungen sind die einzigen, die soltlie Glieder Ikm vor- 
bringen k imcn. und J?ie untersclieideu sicli alle durch die Exponenten, 
die p und «/ bekommen. Diese sind für die obigen Verbindungen der 
Keihe nach 

;rg', p q , p q , .... p q 

• • 

• m 

Der CoeflicionI eines jeden dieser (Glieder ist Kin (ilied. denn jede dieser 
Potenzen N\ ird in dem Goeliicienteti von rt*^if' nur Ivmiiial licrvorgebraclit. 

Denkt ninn sirli nun ausser unter k und / auch unter r und a zwei 
fi^an/e unti positize ZahicD, die Null eingeschlossen, so kann luan das 
allgemeine Glied 

in (FF ) - mit ß'p^-^'q'-^' 
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multipiicirt sich denken, luui dieses kann nur auf Eiae Art, nomlich 
durch .die Multiplicaiioo des 

in r ^ ^ von a'fiy q" 
abhängigen mit diMii 

in F - ^ von (t^~^ ß'~''p^~' q'-' 
abhängigen entstehen. Sci/t niaa daher. 

(49) (FF') -*-^.= £M (A. 0 Ä*/»' 

wo iJlso ilburluiujjt M [k, l] d^ ii ( oefiicienlcn dos in {l'i* ] *~ mit 
rt*/?' muUipIicirten Gh'edes bezeichnel, und 
(19*) M [k, l) = ^'iV(T. o)/)*-»^ 

so dass Uberhaupt JV(t. a) den CoefTicienten des in M [k, /) mit 9'"*° 
muUipUcirten Gliedes bezeichnet, so erhalt man sogleich 

^ ' ^' ' i*" //(« + //-(M-l-r-fa) (//(t«)}* //(V) //(w) //{'i // («) 

wo 

» — » = k — r, ip — / — o 

ist. Dia eine SammaUoa des Ausdrucks (19' ) rouss 

von T = 0 bis r ^k 

und die andere 

von a = 0 bis 0 / 

ausgedehnl werden. Da aber das Product FF reel ist, und keine Sinnsse 
enthalt, so müssen die Coefficienten der negativen Potenzen von p und q 
denen der gleichen positiven gleich sein, und gleiches algebraisches 

Zeichen hal)oii. Man braiirlit daher die Suninialiou nur bis dahin aus- 
zudehnen wo beide Exponenten negativ werden. 



18. 

Da der r" Binoniialcoelhcient der m"" Potenz 

UM 

lt{n Ii (m--r) 

ist, so bekommt man sogleich 

m (/T-nr= 

ff (««} p""' , n[iu) p"-[ , , ^js« v-'_' f 

J/ (<) J7(äli — i) 9"- ' "// {«) W (S« — 3J 9"-» ' " Ä |l) iZ(fli - i) i»"- ' j 
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Es ergebt sich aus diesem Ausdnick, dass die-Form der Glieder 
in dem Goefficienten von in der Eolwickelung von schliesslich 
eine zweifilche ist, und dass die Glieder der einen Form , welche aas 
der ersten Zeile des vorstehenden Ausdmclis entstehen werden . mit 

hingegen die der andern Form, die aus der zwoiten Zeile hervorgehen 
werden, mit pA-si-j ^^/-jo-i 

mnltiplicirt sein werden. Setzt man daher 

SO wird der Coeflicienl E {k, l) die folgende Form babcn 

E{kJ) = ^(^(t.o)^*-»'^'-»' — X//(T.«)p*-»'-«g'-«— » (21) 

und die Aufgabe besteht zunächst darin, die Ausdrücke dieser G und 

ffCocfiicIcntcn durch bekannte Grössen zu erlangen. 

Subslituirt man zuerst den Ausdruck (1 9) in ( 1 8\ so bekommt man 

= M {k. t) {f± - ff-f ■ (ii) 

wenn man 

setzt. Setzt man andrer Seils 
dann gieht der Ausdruck (20) 

— (^4) 

indem durch die Substitutionen k — u slatt k, und l — u statt l 
n m n — %u, v in v — i», und w in » — u 

übergehen. Schreibt man nun zur Abkürzung 

und versteht unter X die erste, und unter — X' die zweite Zeile des 
Atisdrucks rechter Hand in iUii Gleii huni^ i^^*), so wird vermöge der 
Gleichungen (21). (22^ und (2.3), zuerst 
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und da diese Gicicltunfinn nlontiscli sein mUsscn, so bekomml man durch 
die SabfltUuiioa der Ausdrücke voo X und X' ia dieselben 'sogleich 

Nvo die Siumiuilioiicn sich aul » hc/icliPii. und auf alle Werlhe dcssell>en 
ausgedehnt werden (uUäscn, die Glieder geben, die nicht Null werden. 

19. 

Sobstiloirl man nun fUr die iVCoelBcienten ihren Aosdmck (24) 
in die oben erhaltenen Ausdrucke, so erg;iebt sich 

(25) G (t, ü) = KT, H (r. o) ^ KT 

wenn 

t*" II (r+w) »(»+•) //(»} I7(») //(rj /7W 

fp V I fr) // fg) . a^" // (f) II \w) n fr) // (o) 

( // (I»— ti)//(a— Mj // iu) II V - u-\-\] If(a - u-|-1)//|i0— i) //(<—!} // 

, // j ; // u- II (r: //^ o: 

**■ // - M + ij // > - M + <) // {«' - i} II (7"- S) 7/(1«— «i //(4) +•"* 



"*"//(»»— «) // (r - u) II iiu] ) 



/l{iv — II (jr-f «ff + 1 ; 



//(«+«;— 1 // ir-f a-f 1' Il{v) II {W—*) ll{t) 



»** {«>) /y(KJ — « i //(f ) //(g-f <} , 

s'" // fri // IM — i; // ;>: // (0 + 1) 



, a-" // {1 //.(«•- t j /A » 

II \xo—u) IT (f - M -f < i II (f — 1 ) Il(ö)~lil,iü^J)~l!\\\ 

ö:oselzl wird. Die Suimuaüuiien tlit'siM- Ausdrücke fUr T nnd T' mdsson 
so ausiioftthrf worden wie am Endo dos vor. Art. unf,'cliiijrl wurde. 
Man sieht hieraus leicht, dass in Bezug auf T die SummaUon sich, wenn 
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im ersten Gliede von « = 0 bis « = a 

- zweiten — ' - u=i - tf = o+1 

- dritten — - « = «r:^o4-2 

u. 8. w. 

und wenn 

a>v • 

itn ersten Gliede von t» =x 0 bis tt = « 

- zweiten — -» = 4-ii=:r + 1 

- dritten — - u ~ 2 - tt i? + 2 

u. s. w. 

erstrecken muss. Betrachtet maa den Ausdruck fUr T naher, ao findet 
man, dass das letzte Glied mit dem ersten, das vorletzte mit dem zweiten, 
IL 8. w. identigch wird, wenn man in jenen w in v« nnd r in o verwandelt, 
und es ist leicht einzusehen, dass dieses so sein muss. Man kann daher die 
Grenzen der Summation auch so ausdrücken. Sie erstreckt sieh, wenn 

» < w 

im letzten Gliede von « = 0 bis tt 

- vorletzten »=4 « »;:=:t*|-1 

u. s. w. 

und wenn 

T > IP 

im letzten Gliede von w = 0 bis n = » 

- vorletzten u = i - u - tv -f I 

u. s.w. 

In Bezua; auf die SummaüoD des Ausdrucks fttr T' findet ein ganz ana- 
loges Verballea statt. 

20. 

Um diese Ausdrücke ftlr T and T ntther kennen zu lernen, ist es 
hinreichend die ersten Glieder derselben fiir 

M = 0, f# = 1 , « = 2 , etc. 
auszuschreiben. Erwägt man dass allgemein 

iZ (* + ») =: (ä + 1) (z + 2) + 3) . . . (2 + n) // (z) 
ist. wenn n eine ganze und positive Zahl bezeichnet, so findet man 
leicht, dass 

AH««.i,JL8.Gcs.4WiMWMh.1V. 23 
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+» — +2'_.^^ +^ i7i • — TTTTF- + 

4.t.*.» +^ 4. ».1.8 4.« l.».4.1 ' 4.l.4.t + 

+ elc. 

''m^ • ^ +2*^(a+i) ^^^^S^ . ^Srf^ +. 



*) wo iD beiden Hicbtungen die Glieder so wert fortgesetzt werden mOssea, 
bis sie Noll werden, welches stets der Fall isl, da r. w, r und 0 gupze 
and positive Zahlen sind. Die vorstehenden Ausdrücke folgen einem 
einfacheD Gesetze, und man erkennt leicht daraos» dass T wie T aus 

■ « 

dem Product von zwd Factoren besteben, von welchen der eine blos 
Function von « und 0, und der andere blos Function von is und r ist. 
Der erste dieser Factoren in T Iflsst sich überdies noch in zwei 
Factoren zerl^en. Setzt man nämlich 

jl . £|t>.<» »r— 4.0.«— I , Qjlf.W — «v — « o. g — 4.« — 8 , 1| 

— 1 + 25 +2 — T37r:a +^^^ ~Tä.5.) ä.i + 

so ist y y 

und setzt man femer 

r - ^^^^ +2' + ^ TV:^':»:;^'" + et<^- 

so wird r= 4« (a + 4) VW ' 



*} Ich beOMric« bjMO, dass wenn man sUtt dieser die leUtten Glieder von Tuod f ' 
für w 0, u I , etc. rasteiireilit, man dtosdlxn AtwdrQek« bekommt, w«khe$ «<poh 
nicht anders MiUvkann. 



r 
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Die eben gefandeneo Functioneii V, W, V und W ^ind Gaussische 
hypergeometrische Reihen, in welcheB das vierte Element gleich Bios 
ist. Vergleicht man sie nemlich mit der im § I. angefubrten allgemeinen 
Form dieser Reihen, so findet man 

in r 

« = — V. ß = — a, y ^ X .—^ i 
. mW 

a = — W. ß = T, r = it Xzr:zi 

in r 

« = — »• 4- 1 , ß ~ — ö , y 'i, j 

in W. 

a = — + — T, y=rzf^ x^i 

Da die beiden ersten Elemente dieser Reiben ganze und negative Zahlen 
sind, so kann nuin sie durch die Summationsformel (E) des Art. 7. 
soromiren, und erfailt dadurch unmittelbar 

Vy _ //(-i)iy (tc- }-T- i) 

n{w-i) niv-i) ~ 

y, _ n[\ ) II f. +O--} I 

— // [v-i] U\o^\\ 



wo die //Funclioneu in ihrer alljjemeiiicii IJeileuluüg genommen weiden 
iDüsseo, aber durch (ite Ui'(hu'liou&lurfiu'l 

// - 1) = »» 2-" 

WO jf das Verhfiltniss des Kreisumfonges zum Durchmesser bezeichnet, 
in solche verwandelt werden können, deren Argumente ganze und po- 
sitive Zahlen, die Null eingeschlossen, sind. Es wird dadurch 



23 
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Man kann diese Ausdrucke, so wie die des vorvur. Art. für K und h 
noch vereinlkcbeo. Aus der fbr gante und positive Zahlen slatUindeodea 

folgt leichl die Redut-tiousformel 



niM) 

SeUL man daher allj^eniein 

P l»» - «.4.6. .«».i.4.». . .!»♦ 

n{z,i) - Y7 r-T": «TZT— 

und wegen FI (0) ^ 1 ins Besondere 

?r (0,0) ^1, w (0,«) t 

so wird 

?=»(.,<» , r - ;^'4.", 

also 

und wenn man diese in die (95) substitoirt. 

G (t, o) — q {v, w] . (j {t,g). n (w. r) . ir (», o) 

womit die im Art. 18 anarekundi^Mo Aufgabe i,'elöst ist. In ßu^ug auf 
die ^ und »Funclioneu boiuerke ich noch Folgeodes. Da^j» 

9 («' «') = 9 *) 
ist, oder dass man die beiden Argumente der (»Functionen mit einander 
verwechseln darf, ist aus dem obigen Ausdruck dieser Function ohne 
Weiteres sichtbar, aber es ist auch stets 

,T (z, 2') — n {z, z) 

welches durch nähere Betrachtung des obigen Ausdrucks fUr diese 
Function leicht zu finden ist. 
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«2. 

Durch Hülfe der eben ^efiiiKJenen Ausdrucke für die G und UCo~ 
efficienten giebt die Gleichung {2i) sogleich 

E (*, I) = {v, w) . (> (t, if) . » («p, t) . jr (v, a) p*"»« ? C*^) 

Dieses ist der einfiiche und allgemeine analytische Ausdrack der Co- 
efficienten der Entwickeluog des Ausdmcks (1 5) von nach den Po- 
tenzen von a und und es lassen sich in demselben überdies noch die 

beidc^n Glieder in Eines zusammenziehen, wie weilcr unten ij;ezeigt 
werden wird. Fürs Erste werde ich aber dieselben von einander ab- 
gesondert stehen itissen, weil ihre numerisciie Berechnung in dieser Ge- 
stalt Vortheile diirbielet, die ich weilcr unten nJthcr erörtern werde. 
Für jedes paar geirebcne Werthe von k und / müssen im ersten Gliede 
des vorstehenden Ausdrucks die Sunmiationen sich 

von r = 0 bis r — fc 

und von a — 0 bis o — - / 

hingegen im «weiten Gliede sich 

von 'r = ObisT = fc— 1 . 
und von a — 0 bis a - l — 1 
erstrecken. Die Summe der Glieder, die mit a*ß* maltiplicirt sind, ist also 

= (fc + 1) (/ + i) + kl 

und das erste Gh'ed dieses Ausdmcks giebl die Summe der positiven, 
das zweite Glied dagegen die Summe der negativen Glieder an. Ich 
bemerke noch, dass in Folge des Art. 47 stets 

r = fc — T, w = l — it 

ist. 

Ehe ich weiter gehe, wird es wohl nicht undieniicb sein zur Er- 
ISttterong des obigen Ausdrucks ihn Dir ein paar bestimmte Wertlie von 

k und / vollständig auszuschreiben. Sei — 2 und / = 3, dann wird 

zufolge desselben der Coeflicicnt von in ^ ^ 
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4-(»(2,2).(>(0,1).7t{H).,t(2.0)/)'9 -4|^()(2,1}.()(0,2).jr(t,0).;r(H>./'» 

+V{2,-I) . ^(0.2) . ff (2.2) , n{i ,0)p*g-' - * firf - • »»(^ ,0). «{2.2)pj-« 

+ p(2,0).ei0.3}.jf(2.3)..T(0.0j/3-^-4j-;()(1,2).^(1J).?i(3J).jr 

.4) . (»(2,1) . ,2) . *r(l 

+ (V;i,0).(,:i,3)..T(1.3).;r(1,0);)'»r' 
+<»(0.3).^(2,0j . ff (O.O).ff (3,2}|>-V 

+ (>(0.2) . ^ (2,1). ff(0,<) .ff(2,2)p-«^ 

+ () (0, 4 ) . (y ,2,2) . ;r (0.2) . .t ( 1 ,2)p-«9-' 
+ ^ (0.0) . ^ (2,3) .ff (0,3) . ff (0.2)/i-*9-* 

In den posilivon Gliedern dieses Ausdrucks erkennt man sogleich, dass 
die roeflieienteu der negativen Poleni^eu von p und q denen der bezüg- 
liclien positiven gleich sind, aber in <lpn negativen Gliedern tritt diese 
Eiü;oiis( liaft erst nach der Substitution der Dumerischeu Werthe der 
Coefficieoten hei vor. Es wird dadurch 

E (2,3) = YT^-^y.-ß^ - ♦ 4.4.i.4.i.4.t 

13 5 1.3.6.7 ,_i ^.».3.1.3.1.8 Ji^S ^ _j 
.1.4.1.8" P 9 ' 5.1 . S 4 " S " 4 76~1 73 ^ 
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wo in den negativen Gliedern die eben tren.mule Eigenschaft leicht zu 
erkenn(;ii ist. Der Uebergaog zain KeellcD kostet keine Mühe, weon man 
>8ich enouerl, dass 
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>r' + -pä^r = « cos Im (r-I7) + m'(ü'+IO} 

isl. Man braucht also nur, ohue Rücksicht auf die eotgegengeseUtea 
Glieder zu nebmeq, 

" 2 cos { [m -f m') l/'— (m — m ) U\ für p* 9"' 
ZU' setzen; bei den ipU jg^g** multiplicirfeii Gliedern, oder mit andern 
Worten bei den Gliedern, welche die imaginttren Exponentialfunclionen 
nicht enthaltenr, iltllt die MnltipUcation mit 8 weg. Der obige Ausdruck 
wird daher, wenn man zum Reellen Übergeht, 

E (2.3) = 2 cps ü) - 8 cos (3t/'+ ü) 

+ 2;^;^;^ cos ßV-ü) - 8 ]:^^[^^cos{ü'^ü) 

+ «iXTO iV-3V) - 8 cos (l/'+3t/) 

; +.2]^cos,(/+t;; 



23. 

Bevor ich zu den Coefficieaten il<?r Potenzen von r und r übergehe, 
will ich statt der zu V— (J und U'+ U gehörigen, imaginären £xpo- 
nentialfiinclionen die zu C/' und U gehörigen einfuhren. Sei 

.* 2cosP = ii + 7, 2coslf'=tt + ^ 

ddnn erhalten wir folgende Relationen 

p = ^, q=uu 

hieraus, und wenn wir wie oben + / = 11 setzen, ergiebt sich 

Setzen wir nun ^ . 

so gehen in deu Ausdruck (26 1 die Exponentialfunctionen Uber in 

m" -»/«-("-»/- ^ /r und M " - 
aber da dieser Ausdruck reel sein muss, so darf man dafür auch 

«•-(•-«/) „«-v-»« und »»-v-a« 



3S2 P. A. Hawsbh, 

schreiben. Da ferner eine symmetrischo Fimction von U und U' isl, 
80 darf man auch in diesen ExpoDentialfunctioDen t»' und t» mit einander 
verwechseln, und also 

in dem Ausdruck (26) schreiben, ohne in den Coefficientea derseUben 
eine Aenderung vornehmen zu müssen. Es wird daher, wenn man 
auch k eltroinirt, 

(27) E n - /, / , ^ ij i^v, w) .Q{r,ü).n [w, r] . (f. o) m" " 

« 

1»=« — l — T, m = l — o 
gesetzt werden mnss. 

24. 

Es ist schon im Art. 1 6. geseigt worden, dass man den Coefficientea 
von (yj durch dieSummation derCoefficientenvon c^~'j9', deren Aus- 
druck eben ermittelt worden ist, erhalt, wenn man bei dieser Summatioa 
tt unveränderlich annimmt Diese Summation soll jetzt anagefUhrt wer- 
den. Setzt man ^ n (^Y 

so ist D„ der Coeflicient, dessen Ausdruck durch die bez. Summation der 
^GocHicienlen ermittell werden niuss. Der Ausdruck 27 : dieser Coefli- 
cieolea giebt aber leicht zu erkennen, dassD,, folgpnde Form haben muss, 

J>. = .S-C (»— 2/; — (n — 2/^— 2y)). «--VW-^— V-U) 
wo die eine Summation sieb 

von f= 0 bis /*= • 
und die andere sich 

von g — — f bis y ~ n - - f 
erstrecken muss. Aber da A reel ist, so ist uothwendig, wenn 
m und m ii^end zwei Tndices bezeichnen, 

C {m, m') := C (^m, — m') 
und da A in Bezug auf V und ü* symmetrisch ist, so muss auch 

^ (m, m') = C (m', m) 
sein. Man braucht also in der Thal die Summation, 
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wenn n dne grade Zahl ist, 
nur von f ^0 bis f =:s^n 
und von g = 0 bis ; = n — % 

und wenn n eine iinüjrade Zahl ist, 

nur VOD /* = 0 bis / =s ^ 

uad von ^ = 0 bis^^n — 9f 

aiiszudehnen, um alle Glieder von zu erhalten, deren Coeliicieaten 
einander nicht gleich sein müssen. 

Es ist DUO zunächst der Ausdruck der CCoefficienten zu entn 
wickeln. Da einestheils 

und auderntheils 

ist» so OTgiebt sich, wenn man die Werthe 

a = -p^ cos /7= 7- sin 

sabstitDirl, 

= (» ~ /. 1} . cos "«i/ tg»V 
und wenn man (27) snbstituirt. 

wo zur Abküizuui^ 

P = ^ {v. w) . Q (t, a) . {w, t) , n {v, o) 

geschrieben ist. Um hieraus den Ausdruck der CCoefHcienten zu erhalten, 
ist nichts weiter zu thun, wie den Exponcntcu von u im zweiten Glicde 
dem im ersten GlieUe gleich zu iiiai hen. Dieses bewirkt man, indem oiau 
im «weiten Gliede 4 rtatt /; und y + 4 statt 9 
schreibt. ErwSgt man dass hieraus verm<Jge der Gleichnngeo 

u — « — l — T, w =- l — a j 
die gleichzeitige Verwandeln iii^ von 

/ in / + 1 ' 
T in T — 1 
tv in «r •{> 1 



(88) 
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bedingt wird, wtthreod v ood ü QDTerttndert bieibeo, so bekommt man 
sogleich 

C (ii— 2/: — (n-2f-2tf)) = cos «-^-S* I8"W {P—Q »g V} 
wo P denselben Werth wie oben hat, aber 

ist. Da in jedem CCoefficienlen ausser n auch f und g feste und unver- 
tfnderliche Werthe haben, so hSngt der Yorstehende Ausdrack nur von 
einer eingehen Summalion in Bezug auf a ab. Um dieses hervorzuheben 
ziehe ich aus den Gleichungen (28) durch die Elimination die folgenden 

v=-n — f—g-~a 
w =^ g a 
t =fr- ff 

substituirt man diese, so ergiebt sich schliesslich 

(i9 C (n — 2f, — (« — if— tü] ) = cos J tg «^i J^- tg J — tg * " + / j 
wo 

ist, und die Summation im ersten Gliede 

von ß = Q bis a ±= f 
hingegen im zweiten Gliede 

von a = 0 bis 9 = f — 1 
ausgedehut werden muss. 

Die Coefiicienten in 'der Grappiß der CCoeOicienten, die denselben 
Werthen von n und f angeboren, besitzen die Eigenschaft, dass sie sich 
wiederholen, so dass der erste dem letzten, der zweite dem vorletzten, 
u. s. w. gleich ist. Um dieses zu beweisen schreibe ich den eben ge- 
fundenen Ausdruck wie Tolgt 

C(n-2f.-~:n — <if—2g))=^- 

« 0) +a 1) I« *i J + « I;,, ^ (g»iJ + . . . + (I ig, f) tg^/^J \ 

— 6(y.0jtgV-<'(^.1}tgV— .-*(j./"-4)tgV-*wj 



cos*"iJig'H-' 
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WO also « {g» 0), a {g» 1), etc. 6 [g, 0), etc. positive Zahlen, and specielle 
Warthe der oben mit P und Q bezeichneten Goefficientea äod. Ich 
mache nno daranf aofiDerkaam, dass der ursprüngliche Aasdnick Dir ^* 
seinen Werth nicht lindert» wenn man darin 480*-^J für /• nnd — V 
für W schreibt, nnd dass daher dieselbe Eigenschaft aoch in der Eni- 
Wickelung von statt finden muss. Setzt man daher in dem vor- 
stehenden Ausdruck der CCoeflicienten 

ISO* — J statt J. und n — 'if—g statt </ 
so darf er seinen Werth nicht andern, denn vermüge der zweiten Sub- 
suiuUOQ gehl _ _ 2^ _ ^) in ^. _ 2/- — ^) 

Uber. Bs entsteht hiedurch 

€ (n — % — (n — i[~ tg)) 

a^n~if-g,0) + o(n-2/*-(?. 1) cotg V+ • • • + a (n- a/"-«/, rotg*/j J 

-6 (»-«/^,0) colg CO«« V--.-*Mf-5»/^^) cotgV^V 

Vergleicht man die gleichartigen Glieder dieser beiden Ausdrucke der 
CCoefficienten mit einander, so erhall man 

a(n— 2/— r/,/-) a{g,0) , b{n—Zf-g,f^i)^b{g,0) 

a{n-2f-g,l^i) = a{g,i) . b{n-2f-g,t-^) = bigj) 
etc. otc. 

a(»-2/l-,.0) =ü{9.f) . b{n^if^g,0) =b{g.f^\) 

Jeder a und tCoefiicienl kommt also zweimal vor, wenn nicht die An- 
zahl der einen oder andern derselben ungrade ist. in welchem 1 alli? d«jr 
mittlere derselben nur Einmal vorlianden ist. Man kann, wie ich ij:Ieich 
zcicen werde, durch die.se Eigen.schaft Ihm der numerischen Berechnung 
dieser Coelficieaten eine vollständige Controlie ihrer Ricbti|^eil erhalten. 



*"i/colg*<"^"*V 



26. 

Da die a und /^Coetiicienten una!)hani.Mg von den Kiementen der 
Bahnen der Himmelskörper sind, und daher in jedem Falle dieselben 
bleiben, so habe ich sie bis zu n ~ SO berechnet, und in der Tafel IV 
dieser Abhandlung angehängt. Ich habe bis zu dies(>r Grenze alle Co- 
efHcienten berechnet, obgleich man meistenlheils nicht alle einer jeden 
Abtheiiong braucht. Ich meine dass man für die neuen Planeten hiemil 
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auareichen wird, and solltea eiozeine Falle vorkoium(3ii. in welchen man 
sie für einige Werthe mehr von n bedurfte, ao habe ich die weitere Be- 
rechnang derselben dadurch zu erieicbteni gesaoht, dass ich die Tafeln 
I BDd U für f {tt %') und n {z, i!) etwas weiter ausgedehnt habe. 

Nicht alle CoefficieDten aind nach dea obigen Formelo diraci be- 
rechnet worden, aondem dieses hat nur für die positiven Glieder atatt 
gefunden. In so weit nSmlich diese, dem eben bewiesenen Salze in- 
folge, einander nicht gleich sein moasen, wurde der Anadtnck für jP oder 

angewandt. Die Berechnung der negativen Glieder oder der 6Coefficieoten 
wurde dadurch bewerkstelligt, dass ich den Factor suchte, mit welchem 
.man den nttchstvorhergehenden uCoefficienten multipliciren moss, um den 
frCoefßcieoten xu erhallen. Es ist dem Vorhergehenden zufolge Q oder 

Aber aus den Ausdrücken des Art 24 filr die ^ und «Functionen findet 
man leicht die Relationen 

Wendet man diese auf den vorstehenden Ausdruck an , so findet man 

(31) 6 (j, o) ™ (» — — 9 — <j) . A ig. a) . a ig, «] 

wo 

und also von n unabbflngig ist. Diese Art der Berechnung der 6Goeffi- 
cienten ist nicht nur einfiicher wie die direcle, sondern sie bietet auch 
eine vollslllndige Gontrolle Uber die Richtigkeit aller berechneten CoefU- 
cienten dar. Schreibt man nemlich 

n — 2/" — g statt g, und f — o — 1 stall o 
in (31), so entsteht 

h (n-if-g. /Uo-4 )- ö+tf+4 ) . A {n-^f-g. f-o-i ) . a {n^2f-g, /"-a-l) 

aber die im vor. Art. zwischen den a und 6CoefBcienten entwick^ten 
Relationen haben den allgemeinen Ausdnick 

*33v ( « {fl. «) « in- if " g. / - &, 

^ ^ \b{g.ü)^hin^if~g»f^o^i) 



Digitized by Google 



I 



£llTWICKBLDll6 DBB HBGATIfBH OND ONGIIADni PoTSHSBN U. S.W. 327 

die vorhei^beiide Gleichvng wird dadurch 

6 (j. ü) = (j + a + 1) . Ä (g'. ^} . ü{g, « + t). (34) 

™ g = n — 'if—g,a = f—a — i 

ist Dieser Ausdruck macht jeden iCoelficienten von dem zunächst nach- 
folgenden aCoenicicnten abhängig, wahrend (31) denselben aus dem 
zunächst vorhergehenden giebt. 

Der Goefficient X {g\ a) wird aus (32) berechnet« nachdem man 
darin die numerischen Werthe von g' und o statt der von g und a snb- 
stitoirt bat. 

Hat man nun einmal alle aCoeflkieoteo» die einander nicht gleich 
sind, doreh (30) berechnet, und rechnet dann die 6GoefBcienten erst 

durch (31), und dann durch (34), dann ifct die Berechnung aller Coeffi- 
cienten controllirt. M;in braucht sich bei der Anwendung dieser ControUe 
nicht speciel um f3i zu bekümmern, denn wenn man bei gegebenen 
Werthen von n und f durch successive Veränderung der Werthe von 
g und c! fortfährt alle ('.oelTicientcn zu berechnen, so wird man von selbst 
auf (34) l iiiL: fuhrt. Z. B. für n 9 und /* = 2 bekommt man, wenn 
man g = 1 und a = 0 setzt, 

6 (1.0) = 6 . X (1,0) . u (1,0); X (1.0) r= 4^ 

woraus der Werth von 6 (1,0) folgt, nachdem « (1,0) aus (30) berechnet 
worden ist. Im weiteren Verlaufe der ßer(!chnung der CoefOcienten für 
n 9 und f ~ Z kommt man auch auf die Werthe ^ = 4 und a — i, 
und hiemit geben (31) und (32] 

h (4,1) = 2 . A (M) . a (4,1); X (4.1) = ^ 

Fttr dieselben Werthe von n und f zeigen (33) aber, dass 

6(4,1)^=6(1,0) 

es wird also 

b {1.0 — 2 . A r4.1^ . a 1. 1) 

welche Gleichung den Werth von h 1 ,0 durch a ! 1 ,1 j giebt, und mit (34'i 
oflenbar ilbereinstiuHut, wenn man darin ausser den ol)igen Werthen von 
H und g = i und o = 0 setzt. Aus 30 ) ergiebt sich für unser Beispiel 

fjt < . 3.5. . . 13 1.8 ^ 

a^l.l^ — 1.4.«., ,«•.!. 4 ' t.l ' t ' 4 
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Weon man nun bei der Bercclmunä; des Log;arithmus eines dieser Co- 
efficieaten, oder bei der BerechnuDg des von A ( 1 ,0) oder A (4,1) Fehler 
gemacht hat, so zeigea dief^e sich durch die Nichtubereinstimmung des 
durch die beiden vorateheiideD GleichoDgen doppelt berechnetes Werthei 
von 6(1,0). 

27. 

Der im Vorhergehenden für die CCoefticicnlen gefundene, aUgemeioe 
Aasdruck (29) gilt für jeden Werth der Neigung J, und da man diese 
immer so wählen kann, dass sie nicht grösser wie 90* ist, so folgt, dass 
Ig nie grosser wie ^ins werden kann. Wenn aber / eine gewisse 
Grosse tibersteigt, dann wird die BereclmnDg der CGoefficienten durch 
diesen Ansdmck sehr beschwerlich, weil fUr grosse Werihe von • die 
Coeffidenten der verschiedenen Potenzen von tg \ J sehr gross werden, 
und die CGoefficienten schliesslich von kleinen Differenzen grosser Zablea 
abhängen. Ich habe mich durch Versuche davon Uberzeugt, dass nao 
für eine Neigung wie die der Pallasbahn — ungeßihr 35" — sich noch 
immer des geuaunleu Ausdrucks bedienen kann, wqww raau unr die Co- 
effirienten für die grösslen Werthe von n mit l.oL'arithinen von sieben 
Stellen berechnet , und da in unserm Planetensystem bis jetzt kein<^ 
grösseren Neigungen bekannt sind, so könnte ich es bei dem Ausdruck \P 
bewenden lassen. Allein da man nicht wissen kann, weiche Neigungen 

noch in der Folge bekannt werden, so will ich dem genannten Aus- 
druck auch andere Formen geben, die bei grösseren Neigungen Jwsser 
zur Anwenflnqg dienen kOnnen. 

Fuhrt man statt der f und «^Functionen die ZTFunctionen wieder eis, 
so wird der Theil des Ausdrucks (29) von C (n— 2/; — (n—if—%9)\ 
welcher innerhalb der Klammem steht = 

// [in— if n »n // f?n ?/" - tg) II [If ^ igj^ 
// (n -(] ll[f) if(n-(- g) // {/■+ 

^ s. 1 ^^*'1L. „ 

^ { n [in — i[ — tg — io. U \ioi II [%g + ie», // [t(— 3o) 

_ 1^*" + »'/ j 

n '.tn — tf—^Q -lo_4} n[ia^^] II ig^t,^\, n [tf-tn — K) 1 

Wenn man hierin a statt 2o schreibt, so bekommt man 
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C (» — 2/; — (« — 2/ ^ 2 jf) ) = 

n{n-f) Tl [f] irin- f- g) itif^f)' 

Die Grosse unter dem Sammenzeichen in diesem Ausdruck ist wieder 
eine hypergeometrische Reihe von der Gaitunj^', die im § 1. betrachtet 
wurde. Schreibt man nerolich die ersten . Glieder derselben aus, so 
findet sich 

Si—i)" . ■ 

Es wird daher 

C (n 2/; — f» — 2/ ~2g)) = 

lfco8*-iJlgn''.i^(-'(2ii— 2^-2^),— 2/.2j+1,-^lgV) (36) 
wenn man znr Abkürzung 

jf = i7(a»-y) JTW+irt • 

lt(n~f) n[f) n{n^f—g] n r+g) 

setzt Mit dieser ^Function kann man viele Verwandelungen vornehmen. 



28. 

Setzt man 



cos* {J 

so ist z eine Function . (ieren Maximum ™ 1 far / = 0 wird . und die 
Null wird, wenn J 90" ist. Sie ist wegen dieser Eigenschaften in 
den Fallen, wo J gross ist. zur Anwendung geeignet. Es ist nun 

igV = <-« 

also 

^ ^ ^ '^^=0 ^ 'J n{p)m9—p) * 

Substituilt man diesen Ausdruck in (35), so wird 

'«'"»i = 

' II in - if~- ig~-o) n (<rj // {ig + aj II {If— 





= /r 1/.,,^-. ! ^ j/ily^p) „ F(-{2»i-2f-2^-.j»),-(2^-j»).2^+i»+1,-0 
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Diese FFunclion Gcluirl der Gattung au, deren Summe unter andern im 
§ I. gegebea wurde. Durch die Ausdrücke (11) und ergiebt sieb 

wo — 1 

a^ —- (2» — if— ig — p) 

etc. 

oder, wenn man die Elemente a und ß der FFunclion mit einsnder 
vertauscht, 

WO = 1 

.', = -{s.-V+ji) 

.'. = - + (8. - v+ rt V, _ + (S, .', 

etc. 

ist. Subätituirt man diese Ausdrücke in f35), so entsteht 
C(«-2/;-(ii-2/:-2fl))= ^f'"-*^ ^ «^^^ cos*-4/tg'^W 

a^» // (» -n n{f) ij{n-f-gi n t «o t 

X 2-;:i^(-1)' Ä (2/; p) a'^-v_v-i.«' 

wo B (m, p) den p**" Binomialtoeffidenten der m** Potenz bedeutet. 
Diese Ausdrucke geben die CCoelBcienten nach den Potenzen von z 
geordnet, allein man kann noch audere geben, die deshalb zweck- 

mUssiger sind wie die vorsiebenden , weil sie auf kleinere Coefßcienim 
der Poteuzen der Function von J, die sie enthalten, hinfuhren. 



tu. 

Wenden wir zuerst die Verwandelungsfonnel 

F (a. y. X) = (I — «)- F («. y - fi, y. ^^y) 

auf (36) an . dann wird 

(37) F (- (2n — 2/-— 2^^). — 2/, 2^ + 1, — tg 'iJ) = 

cos- F ( — {im — Ä/^— 2^). 2/"+ % + ^ . 2» + 4 , «n V) 
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und wenn man die i^'Function rechter Uaod alä eine Summe von 
— 2f — 2^Giiedeni darsteJlt, so erhalt man 

F(— (2n — 2/--. 2f+ 2^ + 1, 2// + i. sin ^J) = 

Jlßf-ir*t} ^ > 17 («I» — tf- ig - •} J7 (tf + a) IT («) 

WO 0 von Null bis 2» — 2f — 9g ausgedehnt werden muss. Es ist aber 
sin **iJ = i*'' „, , cos '/ (38) 

und wenn man diesen Ausdruck substituirt, wird 

Durch Httlfe der oben angeführten Yerwandelungsformel eiigtebtsich aber 

foli^ende Gleichuna; 

F (— {in — 2/ — 2sf — p). 2/+ 2^ +p + 1. 2j +;» + 4. i) = 

und die FFunction rechter Hand kann wieder durch die Ausdrücke 
(H) und (12) summirt werden. Es wird durch diese 

P{-{.i»-2f-39-p).-2f.ig+p+i,-\) = 7(v!f«>+ f 

WO = 1 

«, = (2«— V— 4^— 2;j} 
. fl^==i(8ii — 4j/ — 2/))«, — 1-2» 

etc. 

oder 

WO a'o = ! 

a', = — I (2;/ — Kf) a\ — i 2m 

= — — V) «'» — i (2« — 1 ) a, 
etc. 

ist. Substituirt man diese Ausdrücke in (36), so erhttit man 

AMmAI. d. K. S. Cm. 4,mmmk. IV. 24 
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r t^Jäf {•^9f - // tan - if, II ^if) »'p 'UJ 

_ // (aw — if— igt // (<r-t- äg) 8in'»tJ 

Es läset sich zaigeoi dass in dieseii Ausdrtidcen die numeriscbeD Co- 
efflcieiilen der Potenzen von cos / im Allgemeinen weit kleiner sind, 
ynß in den Ausdrucken des vor. Art Die Vorstehenden bestehen aber 

im Allgemeinen ans mehr Güedem wie jene, da, einzelne Falle aus- 
genommen, in — 2f — 2g :>%f isl. Man kann afcer noch andere nach 
den Potenzen von cos / foitschreitende Ausdrücke erhalten, die aus 
derselben Anzahl von Gliedern bestehen, wie die früheren. Diese be- 
kommt man durch das folgende Verfahren. 



30. 

Stellt man die im vor. Art. angewandte Yerwandetungsformel so, 

nod wendet diese aof die FFunction des Ausdrucks (36) an, so be- 
kommt man 

(39) F (- (2» — Äf- »rt. ^ 2f. 2.9 + 1, - tg H^) = 

cos -V^/. F (2»i — 2/^ + 1 . — 2/; 2^ + 1 , sin H^) 
Auf dieselbe Weise wie im vor. Arl. wird hier 

(40) F(2» — — 8/;2g+4,sin»i«')== 

rriin-tf) • = 0 l ; „ _ „ ^ a) JI (ij 

und durch die Substitution des Ausdrucks (33) wird 

Die obige Verwandelungsfonuel giebt nun 

F{iH — 2f + p+i, — 2f + p, 2^ + p+1,i)=: 

^ F(- (Äi.- Ä/"— - (»r^rt. !^ 4P +1, -0 
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und durch Anwendung der SummenformelD (1 1} und (12) crhttlt man 

'•(-(»•-v-«»).-(v-?).8»+f+i.-*)=^?;ä^;^|=»'«'^v-., 

wo — \ 

a\= — {^n~ if—'ip) 
0, — — J 2)1 ^- i/-- 2})) a\ — 1 2» 
a . ^ - i ,in - 4/ - 2p} a , - ^ (2« - 1 ) a', 

etc. 

und 

wo. fl^ := 1 

a, = {2ii-4/---4ir) 
«, = i(2ii-4/-4y)«,-i2« 
II, = i (ftt — 4/— 4j) - i («« ^1) a. 

etc. 

Die Substrtution dieser Ausdrlleke in (36) giebt schliesslich 

X (— 1)" ß (2» — 2/ + p, p) fl^_^ cosV 

Diese Ausdrücke besteben aus derseibeu Anzabl von Gliedern wie (be 
nach den Potenzen von \s,*\J. und die nnch den von . fort- 

- * cos I / 

Bohreitcndon , es sind aber in den vorstehenden die numerischen Co- 
oßicienten im Allgemeinen weil kleiner wie in jenen. 



31. 

Es lassen sich ausserdem noch Ausdrücke für die CCoefficienten 
geben, in welciien die Goefticient<n n och weil kleiner werden wie in 
den vorhergehenden. Diese erhalt man, wenn man statt der Potenzen 
von sin die Cosinusse der Vielfachen von / einfuhrt. Ich werde 
zuerst zeigen wie der analytische Ausdruck der Coefficienten fUr diese 
Form bescbafieo, ist. Substituirt man den Ausdruck 

in (40), so bekommt man 

24- 
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{ii) F (2n — 2/^ + 4, — 2/; 2j + 1. sin ^iJ) = 

Dieser Ausdruck zeigt, dass der CoefTicient von cos iJ keine FFunction, 
sondero eine hypergeometrische Reihe ist, in welcher ia jedem Gliede 
drei Facloreo im Zähler, uad eben so viele im Nenner mehr als im 
nlchst vorhergehenden enthalten sind, wahrend in den FFunctionen 
die Vermehrung der Factoren von Glied zu Glied nur zwei im Zahler 
und eben so viele im Nenner betragt. Hier sind wir also über die 
Grenzen des weiten Gebiets der FFunctionen hinaus gekonmien. Ich 
werde aber zeigen, dass sich im gegenwärtigen Falle die Coefficienten 
von cos t/ durch Kettenbruche leicht und sicher berechnen lassen. 

Sei 

F {«, y, sin ' i //p + ^,2 -|. + . . ; 

welche Gleichung dadurch möglich wird, dass man 

» cos / =^ « f Y 

setzt, indem danuis schliesslich 

F {«, ß, y, sio ^iJ) ■--= i/o + iii, C06 J -\- i//, cos 2J + etc. 

hervorgeht. Nehmen wir nun die bekannte Differentialgleichung vor, 
welcher durch F (o, ^, /, x) Genüge geleistet wird, nemlich 

2 - + f y - (« + ^ + 1) ;r] -^^ - «i» F = 0 
und uiachen darin vcrmitlcist der Gleichung 

z zur unabhängigen Veränderlichen. Dadurch wird sie 

Substituirt man hierin die Reihe 

F = if,+, +.fl;y + JJ,_, «'-« + ... 
so bekommt man folgende Bedingungsgleichüng zwischen den HCo' 
eificienten 

0 = (•+ 4 - «) (i + 1 -/?) , + 2» ( 1 + - {t - 1 +«) (t- i H, , , 

welche schon von Kummer entwickelt und benutzt worden ist. 
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33. 

Wenden wir die eben, abgeleilele Bedingungsgleichuag zuerst auf 
die Fuocuon f (g, _ _ j^, + ^ .^j^ 

an, dann wird sie 

(2«-2/'-f-)(2/-+1 + »; //^, ki{n-9f-2g)H, i^n-^f^i) (2/:f 1 -,)//,_, = 0 .42) 

Auf diese Gleichung kann man dio Methode anwenden, die ich in meiner 
vorigen Abhandlung erklart habe. Selzl man 

1 P (in - 2/--j-4-.-, df^i] 

^ •■ ♦ in — ff-fff' Ii — 

80 wird zufolge der vorstehenden Bedingungsglcichung % 

woraus nach und nach in umjjekehrter Ordnuiig alle y, sicher berechnet 
wertlen können, wenn der Iclzle dorscU)en i;ei:eben ist. Aber die obige 
FFunction ist eine endliche Reihe, die aus S/'Gliedem besteht, der letzte 
der yi ist daher /y. Setzt man daher 

in die vorsleheDden Ausdrucke, so. bekommt man 

und _ • 

Dieser bildet also den Anfaogswerlh , durch Nvelchen nach und nach 

TV— I« 7v—* erbalien werden. Es wird nun schliesslich 

Hi = pi px , fi 
woraus alle IfCoeffictenten hervorgehen, -wenn ITo anderweitig gefunden 
worden ist In unsenh Falle hat aber einen zusammengesetzten Aus- 
druck, und dahingegen //^ einen einfachen, es ist daher zweckmässiger, 
diesen der Berechnung der übrigen If GoelBcienlen zu Grunde zu legen. 
Der vorstehende Ausdruck giebt 

U,j II,, /j, . . . /V • 
und hieraus erhüU,mao duicU ilie Division 
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Den Ausdruck fUr H^^ bekommt man auf einfache Weise aus (44), wenn 
man darin i = 2f macht» denn man sieht, dass in diesem Falle a — tf 
der einzige Werth ist, den annehmen kann. 'Es ergiebt sich auf diese Art 



Bit = 



^ i*^ n{in- %n n ;!/•+ *g) 
Substituirt man die hier gefundenen Ausdrucke in (39) und (36), so 
bekommt man 

welcher Ausdruck aber mit 2 dividirt werden muss, wenn t =0 ist. 



3i. 

Es giebt einen Fall, in welchem der eben entwickelte Ausdruck 
unbestimmt wird, nemlich wenn 

n — 9f — 2^ = 0 

wird. Es werden dann und k, unendlich , und können nicht mehr an- 
^cwuiidl werden. In diesem Falle fallt aber in der Gleichung das 
mittlere Glied weg, weshalb 

(2„_2/'-t) //,+, — (2»— 2/+t) (2/'+1~i) Ji;_, = 0 

wird. Im tCoeflicicnten werden nun die Coeflicienten aller von den 
ungraden Vielfachen von J abhängigen Glieder gleich Null, und die 
CoeHicienten der von den grodeo Vielfachen von J abhängigen Glieder 
können leicht vermittelst der vorstehenden Gleichungen erhalten werden. 
Diese giebt allgemein 

also, wenn man zugleich n durch die Gleichung 
eliminirt, 

etc. 

Setzt man daher 
SO Wird 
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f> I ai«A\ -1- // |t») CO» sin''*/ «-j««-. ^ 

C {»-8f.O) = ^,„J,„,^-„,._4,„„^.„ ^.^l^fr-i-J^-i cos Srf 

WO wieder der Coefficient des GlieUejj, für weiches t ^ 0 ist, mit 2 
dividirt weidtio muss. 



3S. 

Die Anu lul iing der Methode der beideo vor. Artt. auf die i'TuDCtioD 
des Art. 29, ueiulich auf 

F (— (2» — %{— «9) . 2/- + 2j + < , 29 + < . «II 'i J) 

gtebt zwar eine Reihe» die mit wenigeD Aasilabmen aas mehrereo Glie- 
dern beelehl wie die ebei^ eihaitene. dafttr aber noch kleinere Co- 
effidenlen hal. Diese Reihe will ich kurz angeben. Die Bedmgunga- 
gleiebnng zwischen den If GoefBcienten wird 

Setzt man daher jetzt 



so wird 



die Gleichung, aus weicher nach und nach alle 6, berechnet werden müssen. 
Die Reihe besieht jetzt aus 2» — 2/" — 2^ Gliedern, denn sabstituirt man 

so wird 
und 

Ou-tf-ig — I 

wciriii - i|( I Anlciti.^-w' iili der ö, isl. Zu beiuerkea ist, dass die tf, 
hier einen Cyclus bilden , welcher mit 

endigt, ohne dass fV^-i^ verschwindet. Denn substiluirt man den Werth 

t=-2f+2jf + | 

so wird 
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ohne dass K^f+tg^^'i verscb windet, laoerhalb dieses Cyclus ist 




ein N:iherungswerlh von fl,, wenn n eine .i(ross(> Zahl Mil diesem 
Nahcrungsworihe kann man in den Kallcii. wo man nicht alle ^^nülbig 
hat, die Recbaung anfangenu. Ks wird duq wie oben 

Hi r= 

'^u-if-t§ • ''u-if-tt—i ♦•• •V+i 

und man findet 

Man erhalt daher schhcssMrh 

Cin—^f.— n—^f—2g)r- 
rr Sr»^ cos~^" ^^^^ '^{ Z. Hin ; / ^, = cos iJ _ 

" ~ " " U\n -DIU (\ U in - f- g, II ; A+ *)' • = 0 '^to- V-Jf,-»". + 1 

Wenn » = 2/* ist, so hören diese Formeln auf brauchbar zn sein, aber 
dieser Fall ist stets mit n = 2f-^ 2^* oder mit g = 0 verbunden, d. h. 
er kommt nur in C (0,0) vor, und in diesem Falle wird man auf Aus- 
dracke hingeführt, die mit denen des vor. Art. völlig identisch sind. 
Es braucht daher dieser Fall hier nicht besonders berOcksichtigt zu 
werden. 



. 36. 

Seien /"und f die wahten Anomalion der Himmelskörper m und m , 
so wie // und // die in der liidiliinu diT Bewcj-'iing jcezühllon Ent- 
fernungen der Pcrih« iien von dern gegenseitigen Knolea; in welchem. 
ü und U' ihren ApfaDg nehmen. Dann ist 

und wenn pian mit x und s die zu fm6 f gehörigen imaginttren Bs- • 
ponQntialfunctionen bezeichnet. * . * 

Hieraus ergiebt sich , wenn /f und /«' irgend .welche Exponenten be- 
zeichnen, 

nrn-"'^ jf jf'-'» jcos (/*/7 — fM'ft) + 1 sin (jw// — fiU') ( 

wo f = /^IIT ist. Setzt man daher 



Digitized by Google 



r 



EnTWICIBLUKG DBft MBfiATITBN OHD UHGIUDBN PoTBMZER U. S. W. 339 

A (», — «) . = C (*, — n) cos (» 12 — %n') 
A(f», — («^2)) = — (n— 2)) co8(ji/r— (II— «)i7') . 
ii («, («— 4)) = C (n, — (» — 4)) cos («~ 4) //') 

etc. 

B (», — «)• = C (n, — »} sin (n 77 — w//') 

JJ(„, ™_(„_2f)) = C(n, — (n — 2;) sin („//_(»_ 2) //') 
Ä (». —(»—4)) — C (». — (»— 4)) sin (»//—(»— 4)/?') 

etc. 

i-r-«) / =C(»,— (»— 2)) co$((fi— 2)/7— fi/r) 
8,— (ft— 2)) = C(<I —2. — (i— 2)) cd8((fi— 2)/7— («-42)/7') * 
A («—2,— (»—4)) = C{n —2),— (»—4)) cos ((»—2) 77— (n— 4} //' ) 

etc. 

B n—^, — n) — ,— — ;2j) sia ((h —2) //—»// ) 

2, — (n— 2 ) — r;(n— 2, — {n— 2j) sin ((n—2]n-[n—2)fl') 
J5(«— 2,— (it— 4;)-=C(w— 2. — (»— 4}) sin ((»—2)//— («—4)//) 

etc. 

Ä{n—i,—n) =€(«,— (»—4)) cos((n— 4)/7— niZ') 

(tt _4, _ (»_2)) = C (n —2. — (» —4)) cos ((» —4) /7— (n —2) /Z ) 
A (n — 4. - («-4)) = C (n —4, - (n -4)) cos ((»— 4)/7— (» —4) JI ) 

etc. 

/? ;n_i,_„) rrr.C(ii,— (« — 4)) sin ( ;n_4)y7— n/7') 
Jj(„_4,_(„_2))r:=C(n— 2, — («— 4)) sin ((n— 4) 77— (»—2 /7') 
B(i»-4, — (n— 4)) = C(«— 4.-(»-4)) sin ((«—4)//— (n— 4)/7') 

etc. 

so l>e]c<»nint man für die DCoefficienten jdes Ausdrucks 

des Art. 22 den folgenden Ausdruck 

wo die Summationen k ~ n 

und k' — n 

anfangen, und nur bis dahin faiigesetzt zu werden brauchen, wo beide 
Exponenten anfangen ihr Zeichen umzukehren. Denn da A eine relie 
Grosse ist, sn wird noth wendig 

A(-.fc, -jk')=A(*. fcj; Bi-k» ^k') = ^B{k,k-] 
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Blan darf aber in diesen Coefficientcu die Indices nicht mit eioander 
verlaascben, win in den CGoefTicienten erlaubt ist, denn man sieht aus 
den vorstahendeD Formeln, dass die einander gleichen C (k, k) und C {k\ k] 
mit den Cosiniuseii und Sinnssen verschiedener Bogen imdtiplidii «od. 
Der Uebeigang zum Beelten wird auf Abnlicbe Weise bewirkt^ wie in 
Art. 2S an den I^Coefficienten gezeigl wurde. Blaii muaa nendicb 
allenthalben g cos {kf+ k'f) ftir 

und — 2 sin {kf+ k'f] fur . 

schreiben, und nur in dem mit x^x'° roultiplicirten Gliede unterbleibt 
die MuitipUcation mit 8. Es wird also mit Rttcksicht auf diese Ausnahme 

D. 2X A (ft, *') cos ( V+ kf) — '«^ B k') sin (V+ *'/") 

Es ist übrigens ^ ^ q g ^^.0) = 0 



37. 

Ich werde nun von der Function, die der Gegenstand dieser Ab- 
handlung ist, eine specielle Entwickelung geben , deren Anwendung ich 

aber erst dann zeigen kann, wenn ich zu den Anwendungen dieser Ent- 
wickehingen Oberhaupt komme, welches icli duf eine spatere Zeil ver- 
schieben uiuäs, iudem sonst diese Abhandlung zu viel Raum einnebmeo 

wurde. Setzt man , » • rr n • r 

i cos/ sm 1/ = cosB sin L 

(43) oosCr= cosB cosir 

sin J siaU = sin B 

und substituirt diese sowohl wie ü' =(' //' in 

^ = 1 ^. ^ — 2 f (cos er cos r+ sin er sin U' cos/) 

so geht diese über in 

(44) = 1 + ^ — 2 f cos Ä cos (/'+ /7'— L) 

und man bekommt einen analogen Ausdruck, weuu man L'^ mil l " ver- 
tauscht. Giebt man nun t t mrn beslimmten Werth, so erhalten B uml i 
auch bestimmte Werthe. uiui die Aufgabe ist Ar in eine Reihe zu ent- 
>virk<^ln, die nach den Pf>len/(^n von r und r und nach den CofiifiUSSeD 
und Sinussen der Vielfachen von f fortschreitet. Sei 

«cos (r+i7'-.L) = y+ ^ 
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dum wird (ii) 

-$r i + ^. —yCOsB.y— cos Ii, y . 

Setzt matt ferner zur Abkurzong 

^ =s cos hs=mnB 
dann verwandelt man diesen Ausdruck leicht in 

welche Form der des Ausdruckes analog ist; Macht uian hierin 

so bekomiut man , dem Ausdruck (1 8; ülmlich, 

i=^'::;(-«)-(;)-^.-^.(cc)-- w 



38. 

Es findet sich nun leicht 
und wenn man 

(CC)-*^=2//.(f)- 

und 



setzt, 80 geben die vorstehenden Ausdrttcke, wenn man 
sie mit einander multiplicirt und 

m 4. /i = » 

macht 

welcher Ausdruck dem Ausdrucke (SO) analog ist. Sei 
SO wird Ifj, die Form 
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haben. Die Substitution der obigcD Ausili ückü in [iäj giebt 

und hieraas folgt 

(46) iV(ii.^)=y'-"' iT(i«.Hii>-v)/yjirtfc*' _ 

welche JV '(ii, /«) durch bekannte Grossen giebt, und zur Anwendung 
vorzugsweise geeignet ist, wenn h oder sin B klein ist. 

Setzt man wie oben 

2 cos f—x^^ 

uDil allgemein 

P (fi, fi) ^ ,V [u. /I I cos f« — ifi] [II — L) 
Q (», fi) = N («. ;*) sin (n— 2i«) (//'— 1) 

so wird 

Da hier noth wendig die Gleichungen - 

. . P{»»n — ft) - /* >. /<) 

statt n ml on niiisson, so braucht man im vorsleheiulen Ausdriirk clicSam- 
malionen nur bis d;ihin foi fztisotznn, wo der Exponent von x' anfängt 
negativ zu werden. iMan braucht daher auch durch (46) nur die eat- 
sprecheoden iVCoefficienteo zu berechnen, das ist 

von jtt = 0 bis = ^ oder . 

je nachdem n grade oder ungrade ist. Wehn man weiter rechnet, so 
erhalt man durch (4G) die A'Coeflicienlen scheinbar von jenen ver- 
schieden« in der That aber denselben gleich. Geht man zum Reellen 
Uber, so wird 

IT, — a-S* P (». fi) cos («— i^) r^ft^Q («. /#) sin (« — 2fi)f 

wo aber in dem Glicde P (0,0) die MuUipHcalion mit 2 unterbleiben muss. 
liiemit ist die Aufgabe gelöst. 
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39. 

Ich werde nun DOch den Ausdruck (46) nttber aotereochen und 
ttmrormeii. Setzt man 

.V n, u) = cos — B yll'^ {— 1)« R sin B ,47; 

und drückt R durch die im Art. 21 eiogeftihrteu ^ and ivFoDCtionen aus, 
so bekommt man 

R = ^{n — tt) . ^ {/* — «, 0) . ff — ti, Ii) 

Vergleicht man diesen Ausdruck mit dem Ausdrucke (29) der CGoefB- 
cienten, so erkennt man, dass 

R = P 

wird, wenn man ni dem Ausdruck fbr P des Art. 24 

o — 0, f = ft — II, g " u 

schreibt. Die Zahieiuvcrllie R dor A'Cocdicienten siati also alle in der 
erslen Colunioe der Tafel IV cnllialloii, und brauchen daher nicht be- 
sonders herechnet zu werden. Ich habe sie aus dieser Tafel ausgezogen, 
und in der Tafel Y zusammen gestellt. 

40. 

Schreibt man die ersten Glieder der Reihe des Ausdrucks (46) aus, 
80 wird 

iV (n. fi) cos B 

X {1 — sin»B + *"-*^+\ '"-^';t'-^^^"' sin *BT"] 

also • 

Die FFunctioti (liese.s Au^sdrucks kann man dun Ii die Gleichung (9) 
in eine andere verwandeln, deren viertes Eleaienl cos ist. Diese 
Gleichung giebt 

\ r-^' — ^» *^ «° V — ^ "7/(n-2H//r'^ 

X (?^lZ^£i±l , _ » _ 2^ + i , COS »ä) 

und durch die Ueduclionsformel 
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die auch im Art 21 ungewandt wurde, iässt sich diese Gleichung io 
die folgende verwandeln, 

in welcher alte Argumeote der /TFunctiooen ganze und positive Zahlen, 
die Null eingeschlossen, sind, da nie grosser wie angenomnien 
zu werden braucht. Wir erhalten hiemit 

oder durchweg dnrch //Functionen ausgedruckt, 

welcher Ausdruck sich in dem Falle, wo cos B klein ist, vorzugsweise 
zur Anwendung eignet. 

44. 

Man kann ausserdem den Ausdruck der A'Coefficienten in eincu 
andern verwandchi, dossi ii (iliodcr mit öfiü Cosinussen der Vielfachen 
von B mulliplicirl siud. .Sub>iiUiirl man den Werth 

für Ä^" in (46), so wird 

oder durch die FFunction, welche implicite darin enthalten ist, ausgedrockt 
^ // ^) 77wir(»— ^} jr{^i-f)/7(!.; 

WO aber von dem Gliede, welclics i 0 enlsprichf, nur die H.'ilfle 
genommen werden darf. Diese ^Function kann durch die im Arl. 7 
abgeleitete Summenformel (D) summirl werden , welche blos verlangt, 
dass das erste oder zweite Element eine ganze und negative Zahl sei, 
wie hier der Fall ist. Diese Summenforroel giebt 
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=(-») 



) 

i) 

II [In - %i - %n) IT 5«) n [SO 



nach Anwendung der obigen Redactionsfonnel. Bs ergiebl sich also 

i«. ^) = 

WO fbr t = 0 dieselbe Bemerkung gilt wie oben. 

Ich führe beiläufig an, dass man durch Vervvandelung von ^ in «— /i 
einen zweiten, auch nach den Cosinussen der Vielfachen von ß fort- 
schrt iteuden Ausdruck erhallen kann, \vel( iier aber aus mehr Gliedern 
besieht wie der vorsiehende. Einen driften Aufdruck crhttit man 
wenn man cos"'''*/} mil in die Ycrwandeluog zieht. 



42. 

Ich werde nun zum Schlüsse dieses ^ zeigen , wie man von den 
im Vorhergehenden ausgeführten Entwickrh[Ti£?en von A~' zu denen 
von A~*, etc. übei gehen kann. Die Gleichung 

A« = r» + r * — 2it' (cos U cos ü'+ sin D sin V cos J) 
giebl durch die Differentiation nach r 

Setzt man da^er allgemein 
so wird 

woraus 

Z,,, = lj,Z,+ 2r(^)j (1-^)- 

folgt. 
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Im Vorhergehenden wurde 

. ^.=i\' (;)"*. 

entwickelt, und hieraus folgt 

+ (^) = (t)" «. 

Wenn man diesen Ausdi iick mit 

inulliplicirl, so bckuinmt man in Folge der vorstehenden allgcmcincu 
Gleichung »ogleicli 

Z, = ^; (f )" I (2» + 1)X>. + (2»— 3}D._, + (2» —7) I>..4 + ...j 

Aus diesem Ausdruck zieht mau 

■ • ■2';(f)"i(2»+3](2»+l)i>.+(2«+3}(2i.-3}i>,_,+(2»+3)(2«-7)i)^.+...j 
uDd hieraus vemiittelsl derselben allgemeiDen Gleichung 

Z,=i-5';(f)" ((211+3) (2«+<)D,+(4iH.2)(2ii-3)D..,+(Ö»^3)(2ii-7)i)^ 

+(8«-42){2ii-l1)D...+...| 

Um (Iiis Gesetz des Fortiianges der t i sten Facforcni der /> Coefficienten 
bemerklich zu machen, nehme ich die Üitlercnzen derselben. 

Die ersten Differenseen sind ... 2» — 1,211 — 5, 2» — 9, ... 
und die zweiten — i, — 4 — 4 . . . 

woraus hervor geht, dass diese Factoren eine arilhmeb'sche Reibe zweilen 
Ranges bilden. Man kann sie also mittelst ihrer Differenzen so weit fest- 
setzen, wie mau Nvill. Eben so Gndel man 

^i^ir^K (?)" j(2»+6)(2»+3){2n+1)D.+(3«+i)(4«+2){2ii-3)D.^ 

+ (4«+2) {6n-3) (2n-7)fl,_4 + (5n- j) (8»-12) {^n-{\)D,^ 
+ ;G/t-9} (1 0«-2ö) (2»-l j 

wo die ersten Factoren wieder eine arithmetische Reihe zweiten Ranges 
bilden, n. s.w. 

Geht man zu den Potfn/.en von A Ubor. und schreibt die ersten 
Gheder der eben entwickelten Ausdrücke aus, so erhalt man 
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-^ = ^ + 3D,-4^ + (5D, + 1) ,^ + {7l>, + 3D0-^ 

+ {33D, + 30ß, + 7) + (1^ »s + '3"», +27»,) -^ + ... 
= ^ + {iiD,+l) ^ + (in D, + i|!/>.) ^ 

+ 99fl, + ^, + (U3 D. + 0. + T f .) ?^ + • • • 

die man beliebig fortsetzen kann. 

Ich bemerke noch, dass man auf ähnliche Art auch die Entwickeluni; 
der posiliven Polenzen von A erhalten kann, werde mich aber dabei 
nicbt aufhaiteo, da ^ie in dor StörungsUieorie ntchl voiicomineD. 

« 

Entwickeiung der Gr(isse ^ in Reihen, die nach den Potenzen 
von und ^.qp* fortschreiten. 

43. . 

In Gauss « Ihsqumüones geiierales circa serietn infiniUun etc.» ist 
schon gezeigt, wie die Grösse 

(r + r * — 2rr' cos y)" 

in Reiben wie die oben genannten entwickelt werden kann; die Ent- 
Wickelung des zusammengesetzteren Ausdrackes, welcher hier überhaupt 
betrachtet wird, ist noch nirgends gegeben, kann aber sehr leicht 
erhalten werden, wie die folgenden Enlwickelungen zeigen werden. 
Da die GrCtesen 

- , , , and , 1 .,- k 

für j^en Werth von r und r kleiner sind wie -p- , so scheint es, dass 
die Anordnung der Reihen nach den Pt>tenzen dieser Grossen auf 
grossere Gonvergenz fUbren mttsste, wie die im Vorhergehenden 

AMbB«. d. R. S. Gm. d. WaMMcb. IV. 25 
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entwickelte, nach den Potenzen von ^ forlscbreilende. Es »t dieses 
jedoch nicht der Fall, weil die CoefBcienten im Allgemeinen weil grösser 
werden , und um dietes zu zeigen , werde ich die Entwickelangen hier 

vornehmen , mich jedoch dabei auf die von A~ * beschränken , da man 
aus dieser leicht die für die andern negativen und ungraden Polenzen 
von erhallen kann. 

44. 

Den Aufidrudc 

= r' + ürr' cos 'ycos{U—ü')- tn' sio J cos (If + V ] 
bringt man leicht auf folgende Formen 

ZS« = (r+r')' -irr' cos cos H (tf-ü')- irr' sin H^cosH (t'+ ^Z ) 
= (r-ry + irr' cos sio 'i {U-ü'] + itr sm -y sin ^ (6 + U') 

Ftthrtman hierin die schon oben angewandten, imaginSrenExponential- 
fonctionen durch die Gleidiungen 

2 cos [U^ü') = j) + |. 2 cos {U+ V) ijf + I 

ein* so bekommt man 

welcheFormel beide obigen Formen nmfesst. Setzt man nun zur AbkOrzung 

' = (/p ± tr)' + •« =1/ (/« + 4)' 

SO wird 

jL — - " '■^^ r^r^ co»*"{J 
A • 2*" (//(»))• (r +/)**+' 

v^o nur noch der allgemeine Ausdruck der n^" Potenz von P zu ent- 
wickeln ist. 

45. 

Durch den binomischen Satz bekommt man zuerst 

= ^nwl^ ± V^rr'"" (/« ±7=)" '8''*' 

wo ^e Summe von I = 0 bis I = n ausgedehnt werden moas. Der- 
selbe Satz giebt feiner 
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wo die Summe von r=0 bis r=2 (»— /) geDommen werden muss, und 

wo die Summe vod < = O'bis » = 21 genommen werden mnss. Aus 
diesen drei Ausdrücken folgt sogleich 

— IX^/ «fS 17 (« — /) 77 (i) Ä (tu — «l — r) VI (r)Xr(« — *J W 

Da P eine reelle GrOsse ist, 8o bnnicbl man die Snmmationen nur bis 
daliin auszudehnen, wo beide Exponenten anJimgen ihre Zeichen zu 
wechseln. Ftthren wir nun in den vorstehenden Ausdruck die zu den 
Bogen V und V gehörigen imaginären BxponentiaUhnetionen em, und 
bezeichnen sie wie oben mit u und i»'. Aus den Relationen 

P = 7 . ^ = «»' 

erhallen wir 
wenn 

2/ + r-* = /'+ 



gesetzt wird. Diese beiden Gleichungen können wir anwenden um 
entweder r und $ oder r und l zu eliminiren. Um r und l zu elimidren 
erhalt man folgende Gleichungen 

r ~ f — s 

l = g + » 

und e.R ist auf die im vor. § auseinandergesetzte Art leicht zu ßnden, 
dass für jeden Werth von f und g in dem Ausdruck, der durcli die 
genannten Eliiuiii<Uiüiicn hervorgeht, die Summalion in Bezug auf s 
von « = 0 bis « = /■ ausgedehnt werden muss. Führt man nun die 
oben genannten Substitutionen aus, so wird 

25 • 
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46. 

Sabfitituirt mao den eben §;efundenen Ausdnick in den im Art. 44 
abgeleiteten, und setzt 

^ = {±iyT{n. f. s) «-/,-'"-/-*' „f^L. • 

so wird 

/■.,)=oos»"i/igvi/2;:i ^, "('»+"1 x^hL 

Für die numerische Berechnung lässl sich dieser Ausdruck auf be- 
kannte Gmppen von /TFunctionen hinfahren und dadurch vereinfochen. 
Zufolge des vor. § ist 

Q {» — q — », = --«I -— : — 

und wenn wir den A**" Binomialcoefficienlen der Potenz mit B (/, A ) 
bezeichnen, so ist 

na A\ — _ 

Hiemil wird 

f,g) = cos^-i Jtg^i/ 2^ p («- j - *, j +«). B (2»- 2^-2*. f-t). B(2j+2«, «). ig"!^ 

tJm zu zeigen, wie die numerischen Werthe dieser Coeflicientcn be- 
schaffen sind, und um eine unmittelbare Yergleichung derselben mit 
den aus den Entwickelungen des vor. § folgenden, und in Tafel IV 
zusammen gestellten, zu bewirken, habe ich dieselben, aber nur bis n = fJ 
in Tafel VI zasammengestellt. Man sieht, dass in beiden Tafeln die Coeifi- 
cienten fllr die erste Abtheilung eines jeden Wertbes von n, oder für 
f =Qt einander gleich sind, dass aber in den andern Abtheilungen 
die Coefficienten der Tafel VI bedeutend und zunebniend grösser sind 
wie die correspondirenden der Tafel IV. 



47. 

Die Entwickelong von A"* nach den Poiejizen von p^^i kann aof 
lihnHche Art wie die eben ansgefilhrte bewirkt werden. Der Ausdruck 
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giebt zuerst 

und hieraus folgt 
nachdem 

(?=P+p +(7 + Y)»gV 

geselzl worden ist. 



48. 

Wendet man nun auf die Enlwickelung von Q* den binomiacheii 
Satz auf ähnliche Art wie im Art, 45 an» so bekommt man zuefat die 
drei Ausdrucke 

wo die Summationen bez. 

von / 0 bis l — n 
von r = 0 bis r « — / 

und von « = 0 bis « - / 

ausgedehnt werden müssen. Aus diesen drei Ausdrüci^en folgt 

Führen wir nun u und tt' statt p und 9 ein, so bekommen wir 
wenn wir jetzt 

Selzen. Für die Elimination von r und f ergeben sich hieraus die 
Gleichungen r = /" — * 



d5S P. A. Harbbv, 

uDd es muss schliesslich wieder für jeden Werth von f und g die Sum- 
mation in Bezog auf ft von « = 0 bis t = f ausgedehnt werden. Die 
SnbstiUiUoD dieser AusdrUcIce giebt onn 



49. 

Durch die Substitution des eben gefundenen Ausdrucks (Ur 0" in 
die Formel des Art, 47 erfaßt man 

^ = 2:S {n, f. 9) W'^f «'-<-V-lr> ^r-^ 

WO 

ist. Zum Zweck der dofocheren numerischen Berechnung kann man 
diesen Ausdrude auch durch die q und ^Functionen zusammenztehen. 

Man findet 

■ 

Man kann denselben Ausdruck auch durch eine FFonction darstellen« 
es wird nemlich auch 

S{n, f. g] ^ COS »"i J tg q [n-f-g, f^g) . B {f+gj) . F (-(, - {ti-f-g), g^i . Ig^J) 

Von dieser Function habe ich der leichteren Veiigleichung mit den vor- 
hergehenden wegen die numerischen Goeffidenten bis «=6 berechnet, 
und in Tafel VII angeführt. 
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Tafel III. log l{g.a) 



g 
















0 


U.DUzUDUU 






1 


A i O X A*10<T 








A AA^AAAA 






A 

3 


A IfftfAftAAA 

Vi799Vd20 






4 


9.0478175 






m 








u 








7 


9-4259687 






g 


9.3716111 






9 


9.3233064 






10 


9.2798407 






11 


9.S4033 






12 


9. 20412 






13 








Ii 


9. 13<tfi6 






1 5 


9.11070 






1B 


9.08355 






17 


9.05799 






18 


9.03386 




















- 




O.9O3O900 


9.o47al75 




1 


v«4ZSvoo7 


A AAKAAA4r 




2 


A A C t ^A A 


\* . z i 1 1;7 




3 


0.1) .> ( yy n\ 


/" 1 1 * I » 1* /4 1" <1 




'% 




( ) II S 1 ~i t r 1 1 1 




5 


9.8616973 


9.0109954 




A 

W 


ff Ov A W f 






7 


9 7269987 


8.8944898 




% 


9-6726411 


8.8461851 




9 


9.6243364 


8.8027194 




10 


9.58087 


8.76321 




II 


9.54136 


8.72700 






9 50515 


8.69357 




13 


9.17173 


8.66254 




Ii 


9.14069 


8.63358 




15 


9.41 173 






16 


9.38458 


8.ii8Ü87 




















0 


i.O<y 1813 


9.9488473 




1 


0.6020600 


9.7269987 


A A'^AAltffe 

9.0^79919 


2 


0.3802112 


9.5808707 


8.9488475 




0 2340832 


9.4717262 


8.8616973 


1 < 




3845760 


8.7891466 




0.037788ti 


9.3120254 


8.7269987 


« 


9.^859379 


9.2498775 


8.67H4I1 


r 


9.9030900 


9.I9:>5198 


8.6213364 


8 


9.8487323 


9.1 iTJlil 


8.5808707 


9 


9.80043 


9.1037 5 


8.5il36 


10 


9.75696 


9.06424 


8.50515 


11 


».T1T45 


9.02803 


8.47173 


i '2 


9.68124 


S.99{()n 


8. J J0r)9 


13 


9.64782 


8.96357 


8.41173 1 


14 


9.11678 


8.93461 


8.38458 
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g| log^fg,0) [ logA{g,l) 



8 9.973ß7 



9 

10 
II 
12 



1.2041200,0 
0.7269987,9 
0.505l50Ui9 
0.3590219 9 
0.2498775 9 
0.1627273 9 
0.0901766 9 
0.0280287 



1249387 
9030900 



9.92537 
9.88190 
9.84239 
9.80618 



.1716111 
32331 
.27984 

20412 
.17070 



1084 (9, >) 



9.3590219 



1082(9,3} 



0.5051500 8.9118639 



8.802719t 
8.7155693 



.7569620 9.2498775 
«i 7 S 1 7 r. 'J . I iV2 7 -2 7 :» 8.6430 1 86 
.5606673 9.0901766.8.5808707 
4881 188 «.0t80MT|8.8S85l30 

8.973fi7tl 8.4782084 
8.i>'.>:>:UWil 8.4347427 



8.8S|'J0 
8.84238 
8.88818 
8.77276 
8.74172 



S.:J9523 
8.35902 
8.32800 

8.29 ir.ß 

8.26560 



f. -5 



0 1.30103 

1 0.82391 

2 0.60206 

3 0.49593 
0.34679 
0.25964 
0.18709 
0.12494 
0.07058 

'.) ().02'J'>8 
10 a.tf78»l 



0.21988 

(I. (1281)3 
9.88190 
9.77276 
9.68561 
9.61306 
9.55091 
9.496&& 
9.44828 
9.40478 
9.36&27 



0.88124 

9. :..•?.') 1 1 

9.42^97 
9.33882 
9.26627 
9.20412 
9.14976 
9.10148 
0.08700 
9.01848 
8.98227 



9.21280 

9.1037:. 
9.U1660 
8.94405 
8.88190 
8.827 >i 
'8.77924 
8.73577 
S.89028 
8.66005 
8.62663 



8.80358 

R.r.0642 
8.53387 
8.47173 
8.41737 
8.36906 
8.32560 
8.28809 
8.24088 
8.21646 
8.18542 



•f 



0 
I 

2 
3 
4 

5 

60 
7 
8 



1.38021 
0.90309 
0.68124 
0.53511 
0.42597 
0.33882 
26627 
0.20412 
0.14976 



0.34870 

0.12494 
9.97881 
9. 86967 
9.782.-.2 
9.70997 
y.fi 17H"2 

".i;ut') 
'j.:ii:.iti 



f.80818 

9.6«005 
9.5ril)'.tl 
9.4r.37fi 
9.39121 
9.32906 
9.27470 
9.22ßi() 

9.lH'j'.i:i 



0.38800 

9.27984 
9.1926« 
'.».!•.'(» 1 i 
9.Ü&799 
0.00383 
8.95533 
H.OIlHfi 



8.00481 8 

8.90745 8 
8.83490 8 
».77-27fi'S 
8.71840 8 
8.67009 8 
8.6266318 
8. 
S. 



.81017 

44672 
38458 

.28191 
•23845 
.19894 

i(i->T:v 

1 ■! '.■ ;i : 



f 



1.4.i7lfi 
0.97004 
0.74819 
0.60206 
4|0.49292 
:> 0.40577 
6 0.33322 



(I.t2:i97 
0.20412 
0.05700 
9.94885 
9.86170 
9.78915 
9.72700 



9. 9 (»3 »9 
9.75696 
0.84782 
9.56067 
9.18812 
9,12597 
9.37101 



9.51392 
9.40478 
0.31783 

9.2<5nH 
9.18293 
9.12857 
19.08027 



9.170708 
8 



9.08355 
0.01100 8 

8.9i8«S 
8.89li9 
8.84619 H 
8.8027218 



,8203(1 S, 
,74775 8. 



.68561 

.ß3125 
.:.,H294'8, 
..•.:<948|8. 
.4999718. 



37417 
31203 
25767 
20936 
16590 
12639 
09018 



0 1.30515 
I' 1.02803 
2i0.80618 

3 0.66005 

4 0.55091 



T 



0. 4 9292 
0.27107 
0.12494 
0.01570 
9.02885 



9.98227 
9.83614 
9.72700 
0.83088 
0.S8730 



9.61083 
9.50169 
0.41454 
0.34100 
0.27084 



y.29,jti l S.9B640 
9.208 iR H.92385 
9.13593 8.8817018 



H.67j2ü|8.24988 
8.61306 8.19552 
55870 8.14722 



0.07370 8.80784 8,81030 8.10378 
0.010438.75004 8.4880S'8.08424 



I 



Oll. 55630 



1.07918 



2 0.85733 



0.55091 
0.32008 
0.18203 



0.04922 
0.00300 
0.70305 



9.69002 
0.58087 
0.40373 



9.39255 



9.12133 8.85129 8.550918.14116 



0.30830 0.04878 8.78018 8.408S8 8.00288 
0.23284 8.08884 8.73470 8.44825 8.04030 



0.10721 



9.75696 



9.47173 0.21824 8.97623 8.72700 8.44219 8-04455 
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Tafel IV. Logg. d«r allgemeinen Goeffidenten von jr 



Exp. 








-lg*4/ 




0, 0 


0. 


1 








1,-1 
1 X 1 


9.6989700 


0 


£. 

9.5740313 
9.8750613 

9.5740313 




0, 0 


9.3979i00 


0. 


9.3979400 


3,-3 

».-1 

3, + 1 


9.4948500 
«.«719713 

9.9719713 


■ 

■ 


* 


• 


1» — 1 
l. + i 


V*»79VV19 

0.051 1»M 


O.t7«0«lS 


0.nSMI9 


4,-4 

4,-2 
4, 0 
4, + 2 


9.4368580 
0.0389181 
0.215009:1 
0.0389181 






• 




2, + 2 


9.iy3H200 
0.1480626 
0.30991 13 


0.2730013 
0.5740313 

o.moois 


0.3(199 1 13 
0.148062« 

t.iMmoo 


0, 0 


9.1480626 


0.3S3189S 


•.TM303} 


0.3391896 


i>l4M026 


i,-S 
3,-3 
5,-1 

«.+ 1 
5, + 3 

5,-1-5 


^. 

9.391100fi 
0.0900706 
0.3911006 
0.3911006 
0.0900706 
9.3911006 




s 




- 


3,-3 
3,-1 
3,4-1 

3, -{-3 


9.n5S280 
0.2150094 
0.6im«3 

0.5H59S61 


Ü.3399 IS'i 
0.8170694 
0.M70U4 

0.3399180 


().r)829H(il 
U.6129i93 
0.2150094 

9.13:18280 


1, - 1 
1, + 1 


9.0r)88813 
0.'iU07-ir> 


ii.'j] i'ji [?> , 1. 1! '2 :u-j 


0.9719713 

i}. 'i i'Ji'iriG 


0.2449726 

'J.0fi«H«13 


ft, — « 

6,-4 

6,-2 
6, (1 

etc. 


£s, 

«.3S33fS0 

0.1314633 
0.52940.33 
Ü.fi.-)i3t20 
0.&294033 
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Tafel lY. (Fortsetzung.) 





4 




- 2 




0 




+ 2 




+ 4 




— 2 




0 


2, 




ü, 


ü 



7,-7 
7,-5 
7, 3 
7, -I 

7, + l 
elc. 



9.0900706 
0.26<1il9 

o.7.st)nsnfi 

0.9351686 
0.7432831 

'.t.niiiss'.»;$ 
0.3119194 
0.8559874 



I 



0.3911006 
0.993160« 
1. 1692319 
0.9931606 
0^3911006 
().:>! iKKi'.i :\ 
1.2150094 
1.3611373 



8.9M7000 1 0.i460026 



9,3211273 
0.1662254 
0.64334«( 

0.8»l'il9'i< 
0.86älVä4 



0.7432831 
0.9351686 
0.7Hyo406 
0.2661619 
9.0900706 

i.2;}t;i".t87 

1.4S80106 



i.;u;i n-:? 
1.2130094 
O.Kl<03fS 



1.3418826 1.5917601 



5,-3 
5,-3 
5,-1 
5, 4-1 

5, 4-3 

5, 



9.0522820 1 1) 



0.3075546 
0.9273433 
1- 1984100 
1.1826ISS 

0.8718260 



1:5*2 5«I33 
131 1633 
4324933 
4324933 
1314633 
4324933 



0. «7 18260 

1. hS2615ii 
1.1984100 
0.9273433 
0.3075546 
'J.li:>-.'-2S'21) 



0.8559874 
0.3119194 

t.oiauws 



1.34 188M 



3,-3 
3.-1 
3, + l 
3,-1-3 



l.-l 



8.9651319 
0.3630719 

1.0320787 
1.2873512 



8.9317080 
0.3788661 



O.S67iyi9 
1.3911006 

1.7133199 
1.6463731 



3964957 
8102299 

8102299 
3964957 



1.6463731 
1. 7133199 

t.3'ji loor. 



1.287.3512 
1.0320787 
0.3630719 



0.5671919 8.9651319 



0.6129493 
1.4580474 



5549574 
9S28974 



1.9809262 
1.9809262 



1.9528974 
1.5549574 



-Ig"*/ 



0.64M0M 



8.9897000 



1.4580474 : 0.3788661 
0.6129403 8.0317060 



8,-8 
8,-6 
8,-4 
8,-2 
8, 0 
8, +2 
etc. 

TT 

ti. i 

f., = 2 
6, 0 

<N+2 

etc. 



9.2930986 
0.1961886 
0.7402566 
1.0412866 
1.1381967 
1. 0412866 



9.0200973 
0.34'.»3li'i7 
1.0412866 
1.4092634 
1.3184070 



0.4872555 
l.ii.'>UI66 
1.0433466 
1.7682854 
1.6433466 



0.9791388 
1.3837093 
1.5184079 
1.4093634 
1.0412866 



i, —4 
4, -2 
4, 0 
*,+2 
4,4.4 



2,-2 
2, 0 

2,4-2 



8.9273433 
0.4044646 
1.1703814 

1. 3 50 5 '.t '.'(■) 
1.6219 4s:, 



8.88395Ü0 
0.4300186 

!.2081f,f>l» 



0. 6085845 

1. :>?9S033 

I.<)7i'..-,r>i3 
•2.oh:,7o:,h 

1.H7 1S?G0 

uaif.ilui'j 

1.6341387 

2.or»:..)025 



3250386 

05711771 
2lUäO'.)3 
0576771 
r)?503S(l 

7132&44 
27511<)7 
384261-2 



1.8718260 1.621 9485 

•?.nS57058 1.5505926 

l.'J76jGl3 1.1703814 

1. ■,294033 0.404 46 16 

(l.r.U85845 8.^273433 |_ 

I (•.!9T2.38I2612 I 2.0655025 
■>.47'.l'i367 ■ •2.'27.MI67 1.6341387 
•2. '2(561619 I 1.7152544 0.6641019 



l.'20SI699 
0.4300186 
8.8859506 



0^^j8^»73H60j^0^67tf896^^ 
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Tafel IV. (Fortsetzuoe;.) 





+ tg -iJ 




1 -Ig'i^ 






+ l«'Si 


9,-9 
9.-7 
9,-5 
9,-3 

«, — 1 

etc. 


9.2882750 
0.2228175 
0.8245775 
1.1925543 
1.3686486 










1 

1 

i ■ 




7,-7 
7.-5 

/, — 3 

7,-i 

7, 4- 1 

etc. 


8.992U6!^ti 
0.3722799 

1 1 Qfl 1 Oft A 

1.5853546 
1-76U0M 


U. 4^72186 
1.3423166 
1.8194378 
2.0412866 
2.041M66 


1.0712499 
1.5531700 
1.7Ä16193 
1.7914Ü92 
1.8863546 




• 






5,-5 
5, - ^ 
5,-1 

+ ! 

etc. 


8.8951586 

o.iag^^GT 
1.2843247 
1.7614460 


0.6433468 
1.6433468 
2.1874146 
9.4)14976 


1.6323514 
2.2587706 
2.5395972 
2.9305072 


2.0583201 
2.383701*3 
2.4214979 
2.1874146 


1.8955927 
1.9577406 
1.7614480 
1.2843247 






3,-3 
3,-1 

3, + 3 


R. 84 8 1620 
0. i'14113 

1 11A179A 

1.8138340 


0.7054946 
1.7724414 
2.3287439 
2.5250385 


1.8t37i»73 
2.5225639 
2.793630« 
2.7188385 


2.4916148 
2.8916W6 

2.4916148 


elc. 






1,-1 
l. + l 


8.8279586 
0.4811711 


0.7310487 
1.8102300 


1.9283292 
2.5073360 


2.0553270 
2.0779472 


2.0052700 
2.0052760 


etc. 




10,-10 
10,— 8 
10,— 6 
10,— 4 
10,— t 
10, 0 
elc. 


9.12i6O0 
0. '24600 
0.89921 
1.32518 
1.S6S» 
1.64740 








■ 






8,-8 
8,-6 
8,-4 
8,-2 
8. 0 
elc. 


8.06725 
0.398« 1 
1.22252 

1.7 OOOi 

2.02186 


0.S2355 

t.i2flfii 
1.97Ü71 
2.27173 
3.3606S 


1.15104 

1.69964 
2.UU346 
2.10901 
2.02186 










6,-4 
6.-2 
6, 0 
etc. 


U.46919 
U381M 
l.tS7S4 


0.6733t 
1.74026 
2.S63SI 
2.69490 


1.7244r» 
2.42823 
2.80SS4 
2.02174 


i. ii 1 io 

2.63235 
2.78105 
2.00450 


Z. 1 x/ZU 

2.29353 
3.23074 
1.03754 


{ 




♦,-4 
4,-2 

*, 0 


8.8156« 

0.50618 
1.46U42 
2.02469 

2.2935 i 


0.74027 

1.88f)39 
■2.53'J60 
2. «6083 
2.89r)59 


1.95111 

2.7?3fif) 
3.11363 
3.20078 
2.99250 


2.67811 

3.119ß3 
3.29656 
3.1 S963 
2.67811 


etc. 






2,-2 
2, 0 
2,+2 


8.7'JÜI7 
0.52256 
1.48477 


0.77244 
1.04853 
2.5'J1'J8 


2.05687 
2.84478 

3.20300 


2.88078 
3.34993 

3.4370R 


3.32'.t87 
3.51379 
3. 32987 


etc. 




0. Ol 


8.78220 


0.78220 


2.08862 ~ 


1 2.94056 


3.42664 


3.58500 j 


elc. 
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Tafel IV. (Fortsetenng.) 















-«8*V 




















M, — II 
II.- 9 
II,- 7 
II,- Ä 

n,- s 

' n — 1 

l'tC. 


9.22580 
0.26719 
0.96616 
1.4432S 
1.74431 
1.6«0U 














»,-9 
9,-7 

9,-5 

•J, — 3 

9,-1 
elc. 


8.94497 

0. 42209 
1.29715 

1. Hr. '.1-25 
2.22143 


0.54703 
1.50127 
2.10333 
'2.i713l 
2.64740 


1.22372 
1.82863 
2.20024 
2.38113 
2.38776 










7. — 7 

7.-5 
• • 
7, — » 

MC. 


».«4231 
0.4955!» 

2.08880 


0.69964 
1.8245« 

2.m«4 


1.805 1:> 
2.57470 

Mnu 


2.35606 
2.84577 

9.0M04 

3.10801 


2.32803 
2.57949 

2.48119 






5,-3 
j, — 1 
elc. 


8.78795 

0.53C14 
1 .'15733 


0.77022 
1.98330 
2.71569 


2.04322 
2.89312 
3.37687 


2.83717 
3.39827 
3.65671 


3.22411 
3.53657 
3.58292 


3.20638 
3.29353 
3.13383 


2.69 148 
2.56654 
2.20078 


-3 

3,f 1 
3,4-3 


8.75800 
0.55733 
1.59872 
2.23555 


0.80722 
2.06248 

2.802«4 

ft 1 12 il *9 

3. I9od3 


2.1641» 
3.04S88 

3.52300 
3.0O27I 


3.08728 
3.84794 

3.88202 
3.80764 


3^03^2^ 
3.92094 

3.92094 

t Annita 


«io. 




1,-1 


8.74441 
O.MS»» 


0.82359 
2.0M8» 


2.2171ft 
3.09222 


3.18801 
3.72231 


3.70123 
4.83230 


4.04483 
4.0U3S 


elc. 


















12, - 12 
12,-10 

12,^ 6 
12,- 4 
12,— 2 
12, 0 
elc. 


9.20731 
0.2844« 
1.0SM6 

1.5i973 
1.901 »2 
2.10604 
2.17298 










• 




10, — 10 
10,- 8 
10,- « 
10,— 4 
10,- 2 
10. 0 
etc. 


8.1t'2i7 7 
0.44328 
1.36410 
1.98735 
2.39752 
2.63080 


0.56822 
1.56822 
3.22143 
2.64740 
2.89044 
».Mf62 


1.28838 
1.94388 
2.37270 
2.61937 
2.70335 
2.83088 










8,-8 
8,-6 
8,-4 
8,-2 
8. 0 
etc. 


8.82003 

o.r>r:Miii 

1.5401» 
2.22143 
2.66076 


0.72312 
I.8üy21 
2.64740 
3.12492 
3.38776 


1.876V3 
2.7036H 
3.22143 
3.81148 
3.88824 


2.478'JÖ 
3.03275 
3.34837 
3.48031 
3.38778 


2.50532 
2.82863 
2.98318 
2.89^4 
2.88078 







I 
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Tafel IV. (Foitselzuog.) 







-Ig»*/ 










+ t8"4/ 




+ H'*iJ 


6,-6 
6,-4 
«,-2 

6, 0 
1 etc. 


8.7C313 
0.56247 
1.64165 
2.35204 


o.79fir.r) 

2.06762 
2.86696 
3.36427 


2.12391 
3.03939 
3.60068 
3.90052 


2.97585 
3.6nii9 
3.95970 
4.07123 


3.42494 
3.82253 
3.97307 
3.90052 


3.47416 
3.65869 
3.62000 
3.36427 


3.03179 
3.U1884 
2.79699 
2.35204 






4.-4 

4,-» 
4, 0 
etc. 


8.72"J<Jf) 
0.58729 
1.69563 


0.83717 
2.15939 
2.97893 


2.25630 
3.21534 
3.78624 


3.22634 
3.89658 
4.24217 


3.83513 
4.25673 
4.39023 


4.11843 
4.31473 
4.24217 


4.1)806 1 
4.06485 
3.78624 


3.69 118 
3.46963 
2.97893 


2.83954 
2.41164 
1.69563 


2, +2 


8.71224 

0. 59872 

1. ri'2f.f) 


0.83837 
2.20078 
3.01369 


2.3;U48 
3.293S2 

3.R1300 


3.35251 
4.03092 

1.32696 


4.03488 
4.4394S 

4.51201 


4.41509 
4.97662 

4.11509 


elc. 






1 0. 0 


8.7 0662 


0.86498 1 2.34570 


3.39146 


4.09&82 


[4.50406 


4.63796 


etc. 




13,-13 
13. — II 
' 13,— 9 
13,— 7 
13,- 5 
13,— 3 

1 ito. 


9.19028 

0. 30422 

1. ()H'>37 
1.64664 
2.04458 






• 


• 


• ■ 








i n,-ii 

1 11,- 9 
11,- 7 

1 II,- 5 
II,- » 

11.- 1 
1 etc. 


8.90628 
0.46258 
1.42480 
2.09380 
S.SSS13 
2.84640 


0.58752 
1.62891 
2.32789 
2.80500 
9.10C04 
3.25217 


1.34719 
2.04805 
2.52745 
2.83134 
2.9Sllft 
2.9ftS69 














»,-9 

1 9,-7 
9,-5 
9,-3 

i 

etc. 


8.79983 

O.5i019 
1.60714 
2.33953 
2.83685 


0.74431 

1.966!ß 

2.76550 
3.300(.l 
3.63080 


1.94159 

2.81R94 
3.39389 
3.7 1970 
3.92083 


2.58941 

3.1991-) 
3.57tiH'i 
3.76550 
3.78253 


2.66404 

3.04939 
3.2477Ö 
3.27738 
3.14268 




• 






1 ^'-^ 
7,-5 

T.-l 

7,-1 
etc. 


8.7 1085 
0.58595 
1.7t»» 
2.48467 


0.82003 
2.14225 

3.56385 


2.19569 
3.16858 
3.79549 
4.172*4 


3.09878 
3.79867 
4.22143 
4.422S2 


3.60223 
.4.07167 
4.39734 
4.33897 


3.70944 
3.97476 
4.93434 
3.89965 


3.32923 
3.40746 
3.29739 
2.99656 






5.-5 
5,-3 
5.-1 
etc. 


8.70514 

0.61362 
1.77995 


0.86350 

2.2i371 
3.13020 


2.33699 

3.36181 
i. 01005 


3.36502 
i. 11 000 
i. 54516 


4.03596 

4.5S2fi9 
4.7S038 


4.38621 

4.72924 


4.42096 
4.51715 
4..'i824S 


4.11097 

4.01884 
3.70007 


3.34620 

3.06999 
2.5029Ü 


3,-3 
3,-1 
3. + 1 
3. +3 


8.68420 
0.62868 

I.8fl9.->7 
2.58773 


0.88832 
2.29769 
3.18978 
3.74263 


2.41659 
3.46278 

4.10624 
4.44699 


3.51157 
4.26896 
4.68711 
4.82181 


4.26649 

4.77524 

i-(iSl30 
4.90935 


4.72588 
5.00932 
5.00932 
4.72588 


etc. 






J.-I 
+ I 


8.67445 


0.89976 
9.31472 


2.45302 
3.49441 


3.57796 
4.31832 


4.36947 
4.84M0 


4.87462 
9.10871 


5.11767 
9.11797 


•te. 
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Tafel IV. (Forteetzang.) 



Kxp. , 










+ t%'iJ 










■ 

H. -14 
14,-12 
14,-10 
14,- 8 
14,- 6 
14,- 4 
14,- 2 
14, 0 
etc. 


9.17448 
0.32061 
1.13353 
1.73559 
2.17492 
2.47593 
2-65204 
2.71003 




* 


- 




• 


• 




* 


12,-12 
12, - 10 
12,— 8 
12,— 6 
12,- 4 
12,— 2 
12, 0 
etc 


8.889'2i 
0.48U31 
1.48031 
2.19071 
2.69779 
3.04022 
3.23771 


Ü.(i0525 
1.68443 

t.»47S7 

3.29985 
3.5P398 
3.570»$ 


1.40113 

2.1 4307 

3.09930 

3.22928 
3.29986 
S.9S77I 


10, — lü 
10,— 8 
10,— 6 
10,- 4 
10,— 2 
10, 0 

rti; 


8.78134 
ü..-.:.949 
1.66784 
2.44598 
2.99446 
3.35828 


0.76361 
2.02685 
2.87196 
3.45821 
3.84640 
i. 06508 


2.00040 
2.92311 
3.54864 
3.96167 

4.I98:)H 
t.'27.'i 'J'2 


2.68961 
3.34908 
3.78272 
4.03546 

i. 1-2722 
4.U6508 


3.24761 
3.50803 
3.60949 
3.55992 
3.35828 


8,-8 
8,-6 
8,-4 
8.-2 
8, 0 
etc. 


8. 7-2065 
U.6U714 
1.78323 
2.60277 
3.17265 


0.84122 
2.20920 
3.11768 
3.73994 
4.14269 


2.26035 
3.28383 
3.96792 
4.41088 
4.65456 


3.20920 
3.96507 
4.45188 
4.72771 
4.81729 


3.76093 
4.29243 
4.59994 
4.71671 
4.65456 


3.91931 
4.25332 
4.39389 
4.33657 
4.14269 


3.59346 
3.74836 
3.72968 
3.54063 
3.17265 


6.-6 
0,-4 

6,-2 
6. 0 

etc. 


8.68286 
0.63710 
1.854ri8 
2.69353 


0.88698 
2.31834 

3. '2 6282 
3.89965 


2.40877 
3.499R0 
4.20183 
4.65457 


3.48795 
4.29698 
4.80689 
3.08054 


4.2132ä 
4.79tftS 

5.11465 
5.21883 


4.62149 
4.99S0S 

5. 14269 
5.08031 


4J1840 
4.90577 

4.88303 
4.65(57 


4>47&36 
4.40004 

4.29739 
3.8yi)Gj 


3.78313 : 

3. -2 6 '.»36 
2.69553 1 


4,-4 
4,-2 
4, U 
4, +2 
4,+4 


8.65938 
0.65501 
1.19389 
2.73899 
3.30044 


ü. 91465 
2.38201 
3.34105 
3.97307 
4.34620 


2.49728 
3.60925 
4.33005 
4.76459 
1.95365 


3.650'2.i 
4.48238 
4.99010 
5.23632- 
5.24132 


i.itl732 
5.06120 
5.37145 
3.43360 
5.25026 


4.99366 
5.37446 
5.49639 
5.37446 
(.99366 


otc. 






2.-2 
2, 0 
•2. + 2 


8.64641 
0.66344 

1.906iH 


0.92971 

2.41163 

:^.:ifir)«7 


2.54SI3 

3.66387 

<.3f.9 48 


3.73702 
4.56696 

S.04726 


4.60108 
5.18239 

5.(5059 


3.18341 
5.54141 

5.60356 


5.51561 
5.65952 
5.51361 






■•' . ;> Ii "I.! i ! . 7 Ii (i Ir 


i Ii t3I-2 1 J.-2 i.". 18 :).:)'.t7;iH . 5.7 U3(j 




15,-15 
13,-13 
ii, - 11 
9 

15,— 7 
15,— 5 
15,— 3 
15,- 1 
etc. 


9.15976 
0.33385 
1.18095 
1.81777 
2.29490 
2.63732 
2.85917 
2.96831 














p 

1 
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Tafel IV. (Fortseteung.) 



Bxp. 




















13, - U 
13,-11 
13,— 9 

, 13. — 7 
13, - 5 
11,— 3 
13,— 1 

1 elc. 


8. 87345 
0.49G7Ü 
1.53147 
2.27966 
2.82813 
3.21631 
3.46495 


0.62164 
1 .73558 
2. 51374 
3.07801 
3.47595 
3.73122 
3.85616 


1.45094 

2. 2304 4 
■i.T'.tiVi'J 
3.19611 
3.45367 
3.58146 
3.58509 


* 












II, - 11 
II,— 9 

! n.- -7 

, II,— 5 
1 11,— 3 

II,- 1 
etc 


8.76431 
0.57722 
1.72335 
2.54289 
3.13712 
1.&5910 


0.78134 
2.08237 
2.96886 
3.60088 
4.04021 
4.3ie89 


2.(1:. i:u 

3.0181J 
3.68902 
4.15263 
4.44676 
4.58989 


•2.78134 
3.48549 
3.96886 
4.27757 
4.43340 
4.44599 


2.93895 
3.42750 
3.74246 
3.90597 
3.92825 
3.81174 


9,-9 
1 0.-7 
9.-5 
9,-3 

9, 1 

elc. 


8.702t6 

0.f,'}f. S l 
1.84393 
2.70922 


0.86052 

3.22414 
3.8975 4 
4.34829 


2.3]»1« 

:r.3SHoo 

4.12267 
4.62285 
4.93231 


3.30940 
4.11500 
4.65778 
4.99767 
Sa«199 


3.90463 

4. ilMH'..-. 
4.80021 
5.04882 
5.07180 


4.10875 
4.50288 
4.71215 
4.75562 
4.83912 


3.83119 
4.05210 
4.11009 
4.01222 
3.75823 


1 7,-7 
7,-5 
7,-3 

i 7,-1 
1 eic. 


8.66266 
0.65829 
1.92153 
2.81363 


0.90817 
2.38529 
3.38092 
4.07574 


2.47343 
3.60605 
4.37729 
4.89281 


Tr59837 
4.46338 
5.03734 
5.38573 


T.37f97 
5.01259 
5.40725 
5.59657 


1.83136^ 
5.27470 
5.50223 
5.53745 


4.98263 
5.24667 
5.31514 
5.19884 


4.79758 
4.89449 
4.80886 
4.54083 


4.16749 
4.10535 
3.86799 
3.4438» 


8.-5 
5,-3 
' 5,-1 
, 5, + l 
5, + 3 
5,4-5 


8.63710 

ll.ßTHt'.t 
1.96852 
2.87162 
3.50001 
3.90370 


0.93813 

•2. i. ■>»■)(•) i 
3.47367 
4.17265 
4.62495 
4.86231 


2.56906 

3.T3R2{ 
4.52483 
5.03671 
5.31955 
5.39058 


3.77318 

i.r.f)0:i6 

5.25183 
5.58762 
5.70413 
5.60570 


4.64461 

5.31034 
5.70572 
5.87205 
5.82222 
5.54770 


5.22894 

s.fionr.r. 

5.90984 
5.90984 
5.69055 
5.22894 


etc. 






3,-3 
3,-1 
3,-4-1 
1 3.-i-3 


8.62159 
0.68977 
1.99080 
2.89025 


0.9.1604 
2.49595 
3.51714 
4.20351 


2.62582 
3.81034 
4.59329 
5.08219 


3.87570 
4.78038 
5.35025 
' 5.65083 


! 4T0l9r 
5.46835 
5.84074 
5.95725 


! 5.45319 
5.90655 
6.09062 
6.02307 


"5785592 
6.11182 
6.11182 
5.85592 


1 

elc. 


1,-1 

1, 4- 1 


8.61424 
0.69342 


j 0.96449 
1 2.50856 


2.65245 
3.8333 4 


3.92352 
4.81561 


4.87473 
1 5.51819 


5.55597 I 5.99532 
5.9741216.20137 


6.20821 
6.20821 


«Ig. 


!6. - I<i 
16. - II 
1 16, 12 
1«,- 10 
16,— 8 
16,— 6 
16,- \ 
1 16,— 2 
1 16, 0 
etc. 


9.1 ij97 
0.35009 
1.22515 
1.89416 
2.40604 
2.78626 
:S.U4950 
3.20440 
3.25555 








1 


■ 

■ 
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Tafel IV. (Forteetzung.) 



Esp. +t«»iy 



II. n 
14, — 12 
Ii, — 10 
II,- R 
II,- 6 
II.- \ 
14,— 2 

II, 0 

etc. 



f.. 



h:.873 

511»! 
57889 
311184 
•2.91810 
:i.37 768 
3.67208 
3.84337 



0.6368H 
1.78301 
}.5«599 
3.19798 
3.63731 
3.9383j 
4.11444 
4.17943 



1.49722 

2.311:»» 
Mim 

3.35559 
3.65851 
3.83G89 
3.80773 
3.84337 



12,-12 

n, — 10 

12,- 8 
12,— 6 

12.- * 

12,- 2 

12, 0 

etc. 



8.74851 
0.59381 
1.77451 
2.63184 
3.2674« 
3.72819 
4.03898 



0.79773 
«.133S2 

4.21631 
4.544U 
4.73919 



2.1041» 
S.'t05SO 

3.81748 
4.32644 
4.671 15 
4.87149 
4.M797 



2.86&91 
3.9108S 

4.13871 
4.49714 
(.70891 
4.78&ä8 
4.73122 



3.05974 
9.59917 

3.95578 
4.17383 
4.25815 
4.21348 
4.03898 



10. — 10 

10,— 8 

10, 6 
10,— 4 
2 

10, 0 

etc. 



8.68513 
0.64417 

1.89944 
2-80613 
3.47292 
3.95005 



0.87825 
9.39941 

3.32101 
4.04021 
4.55210 
4.89093 



9.37310 
3.48309 

4.26305 

4.81383 
5.18019 
5.38577 



3.40113 
4.99141 

4.84392 
5.23979 
5.46816 
5.34290 



4.03586 

4.«m4 

5.09464 
5.34530 
5.44013 
9.38577 



-»8*M' + »8*V 



4.98137 
4.79854 

4.99773 
5.11009 
5.07438 
4.89099 



4.04799 
4.31^04 

i. riCioi 

4.42885 
4.26404 
3.95005 



8,-8 
8,-6 
8,-4 
8,-2 
8, 0 
etc. 



8.ß4il7 
0.67759 I 
1.98223! 
2.92008 j 
3.60326 



0.«»'i7 47 
2.44598 
3.48738 

4.23334 
4.75623 



2.53-2'>l 3.6'.»857 
3.71022 14.61331 
4.99904 1 5.94394 

5.1" ;:h 'j. 65560 
5.4763» 5.88216 



i.515r)j j 5.02080 
5.21081 6.59407 
5.667S2 I 5.89049 

j.'f.'sf's -.'nri51 
6.Ü1381 i 5.88:J15 



5.220311 
5.55041 
5.69555 
5.67023 
5.47639 



5.08r)ir) 
5.95622 
5.95999 

5.09140 
4.75623 



1.51074 
4.52922 
4.38789 

4.083511 
3.fi032r. 



6, — ti 
6,-4 
6,-2 
6. 0 
6, +2 

6, +4 

6,+6 



8.61690 
0.69968 
2.035 4 7 
2.98972 
3.67610 
4.14674 
4.42756 



4,-4 
4,-2 
4, 0 
4, +9 



8.59931 
0.71325 
2.06543 
3.02288 
3.69958 



0.95932 
2.52359 
3.59177 
4.34874 
4.86799 
Ü.I8S53 
5.313^2 



2.63372 
3.85349 
4.69729 
1.97495 
5.83514 
5.79995 
5.77494 



0.97959 

2.57058 
3.64976 
4.40309 
4.90370 



9.69760 

3.93933 
4.788U7 
5.35431 
5.68545 



3.88360 
4.83576 
5.48?-28 
5.89281 
9.09890 
6.11198 
5.92791 



4.80333 
5.53110 
5.9983-2 
6.24979 
6.30414 
6.16312 
5.81193 



5.43881 

5.9<>*»3ft 
f..2693U 
6.36676 
6.26939 
5.96930 
5.43881 



3.99863 

4.9ß73ft 
5.61198 
6.00213 
6.16694 



4.97998 

5.71749 
6.17501 
6.39570 
6.39418 



5.68847 

6.22264 
6.50407 
6.55843 
6.38745 



etc. 



8.15396 

6.50044 
6.61242 
6.50044 
6.15336 



•IC. 



2,-2 
2. 0 
2.-i-2 



8.58940 
0.71975 

2.07512 



0.99080 
2.59288 
3.66941 



2.73314 
3.97981 
4.81711 



4.06220 
5.02903 
5.65325 



5.07556 
5.80415 
6.23090 



U, 0 I 8.58620 < 0.99444 



2.74456 



4.08258 5.10634 



5.82375 
6.33926 
6.57769 



6.33563 
6.65367 

6.70803 



6.62770 
6.75742 



etc. 



5.86676 



6.3U3Z6 6,70306 6.80536 
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Tafel IV. (Forteetaning.) 





1 O 1 f 

■r t% iJ 


tif ff 1 f 


+ 'S I-' 








— 16»»4^ 




17. — 17 
17,-15 

17.-13 
17. - II 

17,— y 
17, - 7 
17, " 5 
t7,— 3 
17,— 1 
etc. 


9.133U1 
0.U34« 

1.2665:) 
1.90552 
2.501358 
2.92436 
3.t»5« 
3.{?1RR 
3.51879 


















l.-i, - 13 
Ja,— 13 
15.— II 
15 — 9 
\j, 7 
15, — h 
15. — 3 
15,— 1 
«tc. 


8.84i94 
U.52GIH 
1.62309 
2.43823 
3.eSt25 
3.52»U-.2 
3.80241 
4.07*4« 


O.fiSl 12 
1.82721 
2.67231 
3.30913 
3.78625 

i.i28r.a 

4.35053 


1.54042 
2.38652 
3.02449 
j 3.50295 
' 3.84696 
4.07069 
4.18212 
4.18407 


13, — 13 
13,-11 
13, - 9 
13,— 7 
13,— - 
13,— 3 
13,- 1 
elc. 


8.7337 9 
ü. 60885 
1.82193 
2.71402 
3,38713 
3.88956 
4.M<I1 


0.81297 
2.180'.t5 
3.13099 
3.85119 
i. 37767 
4.73126 
4.98950 


2.15043 
3. 1863 i 
3.93587 
4.48592 
4.87599 
5.12693 
5.24901 


2.94438 
3.72625 
4.29489 
4.09801 
4.95954 
5.09216 
5.10185 


3.17162 
3.74398 
4.I5I47 
4.41818 
4.55705 
4.57442 
4.4717« 


1 11,-11 
II,— 9 
II,- 7 
II.— 5 
11,— 3 

II.- 1 

elc. 


8.06933 
0.66056 
1.95060 
2.89508 

3.60326 
4.12614 


0.89464 
2.37656 
3.40999 

4.17055 

5.1 1817 


2.42291 
3.57039 
4.39131 
4.98762 

5.40488 
5.66737 


3.48570 
4.37657 
5.01377 
5.45935 
5.74370 
5.88219 


4.15665 
4.83521 
5.30796 
5.6I3I6 

5.77003 

5.78751 


4.43995 
4.93459 
5.25681 
5.42910 

5.40227 
5.35961 


4.24538 
4.57557 
4.75741 

4.80222 

4.71408 
4. 59128 


'J, — 9 
9,-7 
9,-5 
9,-3 

9, - 1 

elc. 


8.62714 
0.69532 
2.03774 
3.01699 
3.74592 


0.94520 
2.50150 
3.58428 
4.37601 
4.95004 


2.58618 
3.8U52 4 
4.67242 
5.29574 
5.72457 


3.7lt030 
4.74972 
5.42938 
5.89780 
6.18833 


4.64688 
5.39070 
5.90195 
6.22516 
6.38214 


5.19342 
5.74972 
6.10607 
6.29098 
6.31742 


4.436 45 
5.82435 
6.03550 
6.08686 
5.98420 


4.34831 
5.58131 
5.65416 

5.57498 
5.34322 


i.S',M»89 
4.90868 
4.84798 
4.63971 
4.27741 


7. -7 
7,-5 
7,-3 
7, - 1 

7, +1 
7,4-3 
7,4-5 
7,4-7 


8.59841 
0.71898 

2.09617 
3.09617 
3.83371 
4.36234 
4.71010 
4.89095 


0.97862 
«.58438 

3.69823 
4.50634 
5.08359 

5.46708 
9.67534 
5.71486 


2.69253 
3.9S766 

4.85204 

5.48692 

5.91289 

6.15304 

6.22382 1 

0.11819 


3.98380 
4.08509 

5.68818 
6.16277 
6.44360 
6.54625 
6.4737Ü 
6.21681 


4.94700 
5.729S2 

6.25859 
6.58190 
6.72138 
6.68455 
6.46686 
0.04900 


0.21867 

6.58765 
6.76582 
6.76582 
6.58765 
6.21867 
5.02824 


«Ic. 






5,-5 
5,-3 
5.-I 

5,4-3 

5, + ;. 


8.57911 
0.73444 
2.13238 
3.14098 
3.87S67 
4.3«977 


1.00071 
2.63753 
3.76786 
4.57918 
5.14074 
5.50074 


2.7f)22C 
4.05458 
4.96053 
5.59255 
0.00104 
0.20931 


4.10905 
5.13376 
3.84243 
6.30732 
0.50171 
0.01825 


5.13792 
5.93825 
6.46761 
6.77344 
0.87610 
0.77835 


5.89834 
6.50139 
6.86362 
7.01535 
0.96028 
0.70907 


6.41759 
6.84134 
7.04451 
7.04451 
6.84134 
0.41759 


elc. 
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Tafel IV. (Fortsetzung.) 



1 Bip 










+ MV 








' +ig'V 


1 3,-3 
1 3,-1 

i + • 

3,4-3 


8.J6714 
U.74323 
2.II97T 

1 3.i.-i.'ir,2 


i.di r>8 
2.667äl 
3.801 OS 

! 4.60268 


2.80492 
4.10880 
5.01189 

5.62644 


4.18513 
5.21601 
5.91498 
6.35344 


5.25285 

6.o:»:^üo 

6.56517 
6.83416 


6.05903 

ß.r.r, 535 

0.99115 
7.09380 


0.03307 

7.04229 
7.20863 
17.14400 


6.0020« 

7.22522 
7.22522 
0.00200 


etc. 


1 1,-1 
' 14-1 


8,«6138 
0.74607 


1.02077 


2.82523 
l IM9ft 


j 4.22126 
15.24243 


j 5.30717 
1 6.0V0I1 


1 f..i:u:.s 

6.70440 


1 7.10597 


7.12255 
7.30663 


7.31202 
7.31202 


; 18, — 18 

18, - 16 
18,-1* 
18. — 12 

18. - 10 
18, - 8 

1 18, — 6 

18,— 2 
18, Ü 

1 elc. 


! »ij. 

9.1200 

0.3761 
1 1.3U55 
|2.0S26 

2.6065 
3.0537 
3.3804 

3.7618 
3.0076 






1 


• 






\ 

1 


i 

- 


16, — 16 
16,— U 
16,-12 
1«»— 10 
16,— 8 

10, — 0 

16,— 4 
1 16, — 2 
14, Ü 

etc. 


8.8320 

0. 53nfi 

1. f.til.-) 

2..')0'.t(i 

3.1628 
9 ftji in 

4.o:iH.-, 

4.2a6'J 
i.4482 


0. 6645 

1. H686 
•J.7 437 
;!. il-27 
3.9246 

4.90 4a 

4.5680 
4.7239 
4.7741 


175809 
2.4569 
3.1269 
3.6399 
4.0215 

J.ii3i 

4.4965 
4.4482 


14,-14, 

I (,-!•.> 
U, — 10 

I I _ 8 
14, o 

14 — 

11 1 

i«, — 1 

I*. . • 
Ii it 

elc 


8.7200 1 

().Ci'.':ji 

1.8661 

l. t VV4 

■| inua 

tj. 4 5rOO 

■i.u,>r»j 

4 • 1 .»O t 

1 7II7Q 


ll.h-i7'J 
•->.'>'.'.')•.' 
3.2164 

«.VVj(4 

i S2Aft 


•2.i'.i:[fi 
:».2()it) 

4.0457 

4. Da»« 
'i Oßi l 

\ '»Iii 1 


;t.oi7:. 
:j.h:»:»7 
4.4395 

i itM9 

't IK'K 

kl • 1 O t 

'\ 1717 

1 


3/2758 
:».HHiS 
4.3323 

4.D4/Cn 

■1 . r,t.ll » 

i Kfi 1 7 
4 7IIT0 


12. - 12 
12, — 10 
12, — 8 
12,- 0 
12,- 4 
12,— 2 
12, 0 
etc. 


8.6546 1 

0.6758 

1 .ysoo 

2.9773 

3.7232 

4.2875 

4.6984 


0. 9099 
2.4240 
3.492Z 

1. -2ltO.-) 
4.8896 
S.3263 
S.017> 


2.4692 
3.6512 1 

:..r.7i 

5.0097 
5.9228 
0.1002 


3.5642 

4.4922 1 

a.ivuu 

5.6602 

5.99 43 

6.1891 

e.2S31 


4.2685 
4.9870 

3. .1(1 .17 

6.0089 
6.1483 
0.1003 


4.5866 j 

5.1242 

5.4939 1 

.'1.7 l«l'2 

5.8123 

S.7783 

5.017« 


4.4282 
4.8047 
D.O.tnu 

:i.H06 

5.1185 
4.0724 
4.0984 


IM, — 10 


8.6113 


0.9616 


2.6360 


3.87 49 


4.7677 


5.3320 


5.6346 


5.5878 


5.1U38 


10,— 8 


0.7117 


2.5527 


3.8926 


4.8749 


5.5554 


5.9558 


6.0739 


5.8766 


5.2523 


10, — 6 


2.088« 


3.6732 


4.8009 


5.5992 


6.1 153 


6.3652 


6.3129 


6.0127 


5.2C09 


10.— 4 


3.1059 


4.50Gi 


5.4696 


0.1171 


6.1930 


6.61(10 


fi. 4t'>02 


6.ooc:i 


".. 1 


10.— 2 


3.8763 


i>.i2äi 


5.9490 


6.4639 


6.7 12U 


6.7053 1 


6.4342 


6.8602 1 


4.»670 


10, 0 

1 


4.453.5 


5.3705 


6.2638 


«.0»70 


0.783« 


0.0570 


0.2058 


5.5705 


4.4S35 
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Tafel IV. (Fortsetzung;) 



Bxp. 


+iiiV 


-1« V| +»8 V 
















8,-8 
8» — 6 
«,.— 4 

8.-2 
8. 0 

rto. 


8.5814 
Ü.73fi7 
2.1517 
3.1931 
3.9761 


a.996i 
2.6398 
3.T951 

4.6490 
5.2774 


2.7465 
4.0527 
4.992 t 
5.6779 
6.1611 


4.0755 
5.1221 
5.87 i3 
6.4049 
6.7 i98 


5.0782 
5.9092 
6. »930 
6.8784 
7.0897 


5.8009 
6.iiO 
6.8732 
7.1203 
7.2011 


5.2658 
6.7408 
7.02 i5 
7.1380 
7.0897 


5.4787 
6.7988 
6.9 i42 
6.9272 
6.7 i98 


6.4283 
6.6033 
6.6151 
6.4690 
6.1611 


k - ■ ■ 

i 

6.0762 r..:*.nria ' 

6.1128 5.2097 i 
5.9941 4.9619 , 
5.7189 4.5562 
5.2774 3.976i i 



6.-6 


8.5606 


1.0200 


2.8211 


i.2093 


5.2816 


6.0878 


6.6553 




i 


«, - i 


0.7537 


2.6982 


4.1588 


5.2837 


6.1365 


6.7508 


7.1 i51 






6.-2 


2.1931 


;<..s7 v.\ 




6.0183 


6.7279 


7.1819 


7.4249 






6, 0 


3.2 474 


4.7368 


5.8045 


6.5773 


7.1056 


7.4H4 


7.5161 


clc. 


! 


6. +2 


i.0333 


5.3623 


6.2788 


6.9064 


7.2933 


7.1627 


7.4249 






6,-f 4 


4.6«:. i 


5.7893 


6.564 4 


7.0525 


7.3000 


7.3280 


7.1451 




< 


0. 4- " 


4. 9 «27 


6.0371 


6.6727 


7.0195 


7.1218 


6.9986 


6.6553 






4,-4 


8.5469 


1.0355 


2.8696 


4.2956 


5.4116 


6.2689 


T."897~3 


TT3i4y 




4, -2 


0.7644 


2.73 i5 


4.22il 


5.3824 


6.2741 


6.9341 


7.3832 


7.6331 




4. 0 


2.2167 


3.9191 


5.1844 


6.1454 


6.8578 


7.3507 


7.6407 


7.7365 


etc. I 


i 


3.2736 


4.7788 


5.8647 


6.6586 


7.2119 


7.5507 


7.6890 


7.6331 


1 


».+4 


4.0518 


5.3898 


6.3166 1 6.9565 


7.3580 


7.5451 


7.5293 


7.3143 




2,-2 


8.5391 


1.0443 


2.8970 


4.3442 


5. 48 {5 


6.3698 


7.0310 


7.4869 


7^7790 


2, 0 


0.7696 


2.7518 


4.2553 


5.4294 


6.3393 


7.0205 


7.4946 


7.7744 


7.8670 


2, +2 


'i.'iUA 


3.9337 


5.2067 


6.1767 


6.8994 


7. 4016 


7.7092 


7.8227 


7,7490 



0. 


0 • 


8.536611.0471 


2.9059 


4.3599 


5.5080 


19, — 


19 


9.1092 










1 


17 


0.3879 










19, 


15 


1.3422 












13 


2.095S 










19, 


II 


2.6976 










19, 


9 


3.1747 












7 


:<.r.i-27 










1»,- 


5 


3.81 Ii 








1 




3 


S.9876 








! 


19,- 


1 


4.0748 










etc. 














17»- 


17 


8.8197 


0.6771 


1.6191 






17,- 


15 


0.5521 


1.9073 


2.5229 






17, - 


13 


1.7034 




3.2228 






17, - 


II 


'2 . .') 7 1) Ti 


:»."iO'.M> 


3.7679 






17, - 


9 


3.2597 


4.0537 


4.1840 




j 


17, - 


7 


3.7940 


4.4686 


4.4864 






17. - 


5 


4.2024 


4.7657 


5.r)Hi-> 




■ i 


17,- 


3 


4.4986 


4.9660 


4.7830 






17, - 


1 


4.6913 


5.0629 


4.7853 






clc. 














T5,— 


Tb 


8.707« 


0.8406 


2.2342 


3.0HC.I 




15,- 


13 


0.6365 


2.2666 


3.3319 


3.9:rio 


1.(1 1 tVi ' 


1*.— 


11 


1.9075 


3.2877 


4.1481 


4.5741 


4.3003 1 


15.- 


9 


2.8618 


4.0659 


4.7702 


5.0549 


4.8508 


15.- 


7 


3.6021 


4.6649 


5.2390 


5.4017 


5.0822 ' 


lä.~- 


5 


4.1768 


5.1177 


5.5763 


5.6287 


5.2027 


»5.— 


3 


4.6125 


5.4431 


5.7953 


5.7441 


5.2167 


15,- 


1 




5.6523 


5.9031 


5.7518 


,5.1249 


tte. 












1 



7.0739 I 7.5i2l 



elc. 



7.8187 I 7.9102 i elc. 



I 
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TM IV. (Fortsetzting ) 



Eip. 



13,-13 
13,-11 

13,— a 
ir>. — 7 

13.- 3 

13,— 3 

13,- 1 
etc. 



0.6900 

2.om 

3.0537 
3.83li 

i.i:t65 

4.8887 



o.nii 

2.4682 
3.S686 

5.4017 
j.038j 
5.51 j6 
5.8340 



5124 
>72«5 
«ItT 

?945 
I9Ä2 
1566 
3845 



3.6373 
4.&996 
S.S14S 

5.8« •) 4 
6.2241 
6.4686 
6.5887 



t.37'27 
5.1279 
S.«844 

ti.3422 
6.4763 
6.4901 



7230 
2998 

Tm 

9853 
1314 
1576 
0658 



4.5980 
5.0165 
5.2961 

5.2085 



11,- 11 
II,- « 

II,- ^ 

II,— 5 

H, 3 

II, 1 

de. 

•J, — 'J 
t>. 7 

9,-3 

9,-1 
elc. 



H.r,'.)tiC) 
Ü.7270 
2.1363 
3.1881 
3.9962 
4.6149 



O.OTtiH 
2.0001 
3.7554 
4.6263 
5.2875 
5.7776 



2.6823 
3.9735 
4.9193 
5.6290 
6.1538 
6.5212 



3.<):.33 
4.9905 
5.7554 
6.3182 
6.7145 
6.9636 



4.8796 
5.7072 
6.3110 
6.7374 
7.0109 
7.1448 



5.4986 
6.1454 
6.6022 
6.9001 
7.0554 
7.0759 



.'..Hl7i 
6.3030 
6.6234 

6.7469 



8.5656 

o.7r.3i 

2.2028 
3.2820 
4.1067 



1.0127 

V. tili 10 

3.8841 
4.7794 
5.4535 



2.7963 
i.! ioi 

5.1209 
5.8517 
6.3855 



4.1601 

6.0442 
6.6245 
7.0253 



5.iy<jo 

6.0739 
6.7063 
7.1462 
7.4196 



6. 6.') (Ii 
7.1323 
7.43«S 
7.8890 



(•). if.3y 
ri.'.»".io3 
7.3319 
7.S114 
7.5398 



5.80S4 


J.3610 






6.1471 


5.5662 






6.3390 


5.6355 






f).3959 


5.5771 






6.3226 


5.3915 






6.1185 


5.0741 






f).7 JHl 


6.7113 


6.4049 


5.6836 


7.0'.»il 


6.9i0'.t 


ti.ö()7 5 


5.6588 


7.3027 


7.0280 


6.4650 


5.4949 


7.3585 


8.9695 


8.9793 


5.1892 


7.9888 


8.7508 


5.9481 


4.7S98 



7.-7 
7,-5 
7,-3 
7,-1 

7. + I 
7, +3 
7, +5 
7,+7 



5,-5 
5, — 3 
5,-1 
5, + l 
5. +3 
5, + 5 



8.5436 
0.7715 
2.2486 
3.3(43 
4.1759 
4.7992 
5.2445 
5.528^ 
8.5284 
0.7837 
2.2774 
3.3801 
4.2094 
4.8210 



1.0377 
2.7537 
3.9712 
4.8795 
5.5562 
6.0411 
6.3558 
6.5107 i 



2.8750 

j.2i j7 
5.9955 
6.5270 
6.8784 
7.0640 
7.088i 



3010 
4201 

2345 
H I <ti 
2126 
4334 
4900 
3808 



4128 

3101 
90 '23 
lO'.'O 
6617 
7534 
,6794 
4319 



1.0548 
2.7951 
4.0256 
4.'J3Gi 
5.6054 
6.0719 



2.9284 
4.3282 
5.3391 
ti.07fi7 
6.5944 
6.9195 



3958 
5323 
3513 
92Sti 
3012 
4868 



3 

n 

6 
7 
7 
7 
7 
7 

5.5553 
6.4723 
7.1180 
7..-)i40 
7.7753 
7.8214 



6.2604 I 6. 

f..97f.t ' 7. 



7.i()7:. 

7. 70 HU 
7.8980 
7.8606 
7.6:.31 
7.26U4 i 6 

6.4583 I 7 
7.183.-) I 7 
7.6690 
7.9498 
8.0415 
7.9464 



8714 

il90 
7649 
9327 
9327 
7649 
il90 
8714 



ete. 



1350 i 7.6032 



OS 09 
0211 
1606 
1129 

8720 



7.9918 
8.1839 
8.1839 
7.9948 
7.6032 



3,-3 
3,-1 
3, + l 
3. + 3 



t. -I 



8.5189 
0.7907 
2.2913 
3.3917 



1.06 .'. i 
2-8188 
4.0518 
4.9549 



1617 
4.3705 
5.3791 
6.1029 ' 



.4546 
,5958 
4072 
9638 



8.5143 
0.7930 



1.0706 
2.8265 



2.9777 
4.3843 



4829 
6164 



5.6432 
6.5600 
7.1920 
7^896 

5.0853 
6.5884 



6.5797 
7.2992 
7.7641 
8.0076 



2952 
8355 
1413 
2331 



7.8092 
8.1823 
8.3340 
8.2741 



e4c 



8.1333 
8.3474 
8.3174 
8.1333 



etc. 



6.6376 
7.3366 



3713 
8832 



7.9064 
8.2422 



8.2556 
8.4219 



8.4263 \ 
8.4263 j 



otc. 



20,- 
20,- 
20,- 
20,- 
20,- 
20,- 
20,- 
20,- 
20,- 
20,- 
20, 
elc. 



20 
18 
16 
14 
12 
10 
8 
6 
4 
2 



4 

4 

0 4. 



0982 
3992 
3769 
1 551 
7835 
2886 
0800 
9876 
1985 
3*234 
3648 
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Tafel IV. (Forfsetzung.) 



Exp. 








-l8V + lKV| 








-ig'V 




l», - 18 
18, 

18. — U 

18, Ii 

IH, 10 
18,— 8 
18, - 6 

18, 4 
18,-2 
18, 0 

C"(C. 


8.8082 
0.5640 
1.7401 
2.6396 
3.3508 
3.9151 
4.3556 
4.ft866 
4.9170 
5.0525 


0.6890 
1.9443 

^.8737 
3.6007 
i.17i7 
4.6219 
4.9576 
5.1917 
5.3300 
5.3758 


1.6551 
2.5852 
3.3130 
3.8879 
4.3361 
4.6730 
4.9084 
5.0183 
5.0960 
5.0525 












■ 


67706T 
0.8673 
6.8908 
6.7813 

0.537(5 
0.1533 


* 

ü^o-isi" 

6.0668 
5.9751 
5.7532 

5.'V_h;-i 

4.sy36 


iü. 16 
16,-11 
16,-12 
16, — lU 
16,— 8 
1«.— 6 
1(5. — 4 
16,— 2 
16, 0 
elc. 


8.61.U8 
ü.6i'.tl 
1.9464 
2.9587 

3.6990 
4.30,-.'J 
4.77öi 
5.1270 
5.3679 


0.8:t32 
2.3055 
3.3547 
4.1628 
4.7940 
5.2815 

ri.r)i47 

5.8954 
6.0406 


2.2723 
3.3980 
4.2440 
4.8982 
5.4015 
5.77 f. i 
(j.03öi 
6.1896 
6.2402 


3.1:. 00 

l.irjsi 

5.2150 

5.5990 
5.8666 
0.0267 
6.0841 
6.0406 


3.4650 
4.1392 
4.6572 
5.0443 
5.3157 
5.4801 
5.5127 
5.5055 
5.3679 


U, — U 
14,-12 

14,-10 
lt.— 8 
Ii, — 6 
Ii,- 4 
11,-2 

11, 0 
elc. 

12, ^12 
12, — 1(1 
12, — 8 
12, - « 

12,— 4 
12,— 2 

12. ü 

etc 


8.6279 
0.7034 

2.083G 
3.12r>() 
3.9379 
4.5748 
5.0648 
5.4259 


0.9375 
2.5096 
3.f)390 
4.5Uj2 
5.1768 
5.6917 
6.0715 
6.31^90 


2.5529 
3.7968 
4.72:21 
."i.iiU 
r>.9727 
6.3722 
6.64S5 
8.8016 


3.705» 
4.6999 
5.4491 
6.0171 
0.4364 
6.7256 
6.8954 
6.9514 


4.4702 
5.2592 
' 5.H,V> l 
6.2901 
6.5941 
6.7768 
6.8451 
6.8016 


4.8505 
5.4633 
5.9152 
6.2310 
6.4246 
6.5038 
6.(719 
6.3290 


4.7566 
5.2135 
5.535« 
5.73j I 
5.8225 
5.8003 
5.6690 
5.4259 


8.5828 
0.7 l!2 
2.1805 
3.364S 
4.1074 
4.7638 
5.2644 


0.9911 

3.8318 
4.7375 
5.4364 
5.9679 
6.3$46 


2.7255 
i.0iS7 
5.0291 
5.7764 
6.3423 
6.7550 
7.0313 


4.0265 

5.0'iT'i 
5.9000 
6.5034 
6.94i3 
7.2432 
7.41iS 


4.9838 

3.Si,S0 
6.4^1 7 
6.9620 
7.2843 
7.4727 
7.5347 


5.6350 
0.3210 
ti.8208 
7.1662 
7.3744 
7.4550 
7.4U5 


5.9872 

6.5148 
6.8815 
7.1082 
7.2060 
7.1803 
7.0313 


6.0130 
6.3967 
6.6385 
6.7512 
6.7411 
6.6099 
6.3546 


5.6048 
5.8')5 1 
5.9784 
5.9807 
5.8644 
5.6276 
5.2644 


10, 10 
10,— 8 
10.— 6 
10,— 4 
10.— 2 
10, 0 
etc. 


H.rir.o'.t 

0.768:i 
2.2503 
S.3042 

i.2267 
4.8ä3a 


1.0280 
2.7384 
3.9663 
4.8993 

ß. 1 j33 


2.8426 
4.2209 
5.2393 
6.0112 

f..rifi03 

7.Ü0Ü0 


4.2386 
5.3629 

6.8253 

7.2759 
7.3733 


5.3109 

6.2257 

7.3906 

7.7185 
7.9007 


6.1061 

6. 8100 
7.3694 
7.7294 

7.9390 
8.0079 


6.6407 
7.2194 

7.8498 

7.9112 
7.9007 


6.9388 
7.3646 

1 .Q* ifU 

7.7481 

7.7292 
7.5733 


6.971 1 
7.2608 
7.4026 
7.4064 

7.2752 
7.0060 


8,-8 
8,-6 
S, — 4 
8,-2 
8, 0 
8, +2 
8, + 4 
8,4-6 

•,+8 


8.5278 
0.7879 
2.29'tH 
3.4333 
4.3063 
i.9753 
5.4717 
5.8137 
1.0110 


1.0541 
2.8049 
i.OflO'2 
5.0098 
5.7323 
fi.2683 
6.6411 
6.8629 
6.9389 


2.9248 
4.3411 
5.3811 
6.1693 
6.7514 
7.1600 
7.41U 
7.5131 
7.46S4 


i.3856 
5.5453 
0.4043 
7.0390 
7.4881 
7.7730 
7.9043 
7.8847 
7.7095 


5!53^6 
6.4810 
7.17 50 
7.6699 
7.9916 
8.1552 
8.1fi03 
8.0230 
7.7149 


6. 41 90 
7.18?5 
7.7:^ \. 7 
S.0879 
8.2859 
8.3293 
8.2192 
7.9184 
7.4999 


770695" 

7.6686 

S.u7'22 

8.. 1061 

8.3828 

8.3061 

8.0722 

7.6686 

7.0695 


de. 

1 


1 
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Exp. 


















6.-6 
6,-4 

«, 2 
6, 0 
6, +2 
6, + 4 

6,+« 


n. .> 1 1 'l 
0.8014 
2.3329 
3.4770 
4.3320 
6.014S 
5.4963 


1 . U 1 ,£ .1 

2.8507 
4.1225 
5.0790 
5.7992 
6.3237 
6.6T46 


^ • o£ •> 

4.i23t 
5.4795 
6.2676 
6.8426 
7.2335 
7.4SS3 

3. 02 05 
4.4747 
5.5339 
6.3149 
6.8721 


( . 

4.4875 
5.6688 
6.5375 
7.1707 
7.607 4 
7.8677 
T.960S 


5.6865 
6.6522 
7.3525 
7.8405 
8.1436 
6.2749 
S.2S7t 


A AI III 

7.4091 
7.9345 
8.3043 
8.4768 
8.4790 
«.3077 


7.3511 
7.9609 
8.36M 
8.5773 
8.6207 
8.4924 
8.1827 


7.8651 
8.3199 
8.581 S 
8.657 i 
8.5818 
0.3I99 
7.86S1 








4,-4 
4,-2 
4, 0 

4- + ^ 


8. Midi 
0.8100 
2.3520 
3.4982 
4.3070 


I.ü8i7 
2.8795 
4.1582 
5.1125 
5.8210 


4.55 48 
5.7458 
6.6131 

7.2338 
7.6459 


5.78C9 
6.7582 
7.4523 

7.9217 
8.1925 

5'844Ö~ 

n.so9i 

7.4846 


6.7691 
7.5486 
8.0824 

8.4067 
8.5380 


7.5330 
8.1392 
8.5217 

8.7047 
8.6965 


8.0980 
8.5440 
8.7814 

8.824S 
8.6753 


8.4766 
8.7713 
8.8673 

8.7713 
8.4766 


etc. 


2,-2 
2, 0 
2, +2 


87i9 4l 
Ü.8I42 
2.3583 


1.0918 
2.8934 
4.1699 


3.0494 

4.4995 
5.5516 


4.5933 

5.7S2S 
6.6376 


6.8475, 

7.6153 
8.1237 


7.6356 

8.2241 
8.5734 

7.g"688 


8.2287 

8.6501 
8.8453 


8.6400 1 8.8776 

8.9023 j 8.9859 
8.94581 8.8776 


etc. 


Ü, 0 


8.4920 


1.0941 


3.U495 


4.6058 


'5.8626 


6.8729 


8.2708 


8.6925 


8.9 42 4 1 9.0252 
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Tafel V. 



u 


*• 




A* 


— 


h' 






ü 


0 














1 
















2 


9.5740313 














0 


9.3979400 


9.87(0613 












3 


9.4948500 






kr 




• 




1 


9.2730013 


9.9719713 








4 


9.40003811 
















9 I9382Ü0 


0.0389181 












0 


9.148062Ö 


0.1480626 


0.2150093 










t 

5 


V.3vl lUUO 














3 


V. I .i JoioV 


U.UVUVi VO 












1 


v.UDooSla 


A O 4 KIMIO i 

U.* I awUiH 


n Ml inAA 












9.3533120 














4 


V>UvUU# tlD 


w.iO 1 f D«><) 
















A 9JtAI<tiO 












0 


A A UO 7 II f1 r\ 

0»;'?iy / nun 


II 41 141IIA 
U.011V1V4 


A TKOnXAlt 
U* 1 DiFWvWw 


V« w 3 V jp V 








7 


9.3211273 














5 


9.0522820 


0.1662234 














o.VusloIv 














fl 

1 


o.vol / U9U 


n ^AlA? IQ 


U.VfC 1 a lad 


U«OU«J 1 «F «1*9 






• 


8 


9.2930086 














6 


9.0'J0(I1>73 


0.106188fi 












4 


8.9273433 


0.34231ti7 


0.7402566 












B.88S950« 


0.4044646 


1.0412866 










U 


O.O/ J / I ou 








1.1381967 






9 


9.2682750 














7 


8.9M0688 


0.2225175 












5 


8.895! ri«fi 




0.8245775 










3 


8.848IÖ2U 


Ü.43m67 


1.1381966 


1.1925543 








1 


n M A a ■ a M 

8.82795M 


0.4714113 


1.2843247 


1 .8883 b4* 








10 


9.2ifi00 












1 


8 


8.9f>725 


0.24600 












6 


8.80713 


0.39861 


0.89921 










4 


8.81599 


0.4691« 


1.22252 


1.32518 








2 


8.7»0!T 


O.SO«iS 


1.38124 


1.73662 


1.56822 


1.047 iO 




0 




o.sm* 


1.48042 


1*93754 


2.02186 




11 


y. 22580 














q 


8 94MT 


0.S6710 












7 


8.84231 


0.42209 


0.96616 












8.7879.'i 


0.49552 


1.29715 


l.ii328 








3 


8.75800 


0. 036 Ii 


1.46556 


1.86925 


1.74431 






1 


8.74441 


0.55733 


1.55733 


2.08880 


2.22143 


1.89Ü44 




12 


9.20731 














10 


8.92477 


0.28649 












8 


8.82003 


0.44328 


1.02686 










« 


8.76313 


0.51900 


1.36410 


1.84973 








4 


8.72996 


0.5fi2l7 


1.54019 


1.98735 


1.90192 


2.10604 




2 


8.71224 


0.58729 


1.64165 


2.22143 


2.39752 


2.17298 


ü 


8.70MS 


0.8087» 


1.69863 


2*38204 


2.66076 


2.63080 
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Tafel V. (Fortoetzaiig.) 



u' 


h" 


— k* 




— *• 


1 A* 

1 * 




*• 






13 


9.19028 


















11 


8.90628 


0.30422 
















9 


8.79983 


0.46258 


1.08237 














7 


8.7408ä 


O.UOl« 


1.424»0 


1.64664 




• 








5 


8.70514 


«.MM» 


1.09714 


3.00380 


3.04418 










3 


H.58i2ü 


0.61362 


1.71628 


2.33953 


2.55513 


2.29986 








l 


8. 07415 


0.62868 


1.77995 


2.48467 


2.83685 


2.84640 


2.42480 






14 


9.17448 


















12 


8.8S925 


0.32061 
















10 


H. 78134 


0.48031 


1 • 1 ^ 3 .< 3 














8 


8.72065 


0.559 i9 


l.i8031 


1.73559 












6 


H.68286 


0.«0714 


1.46784 


2.19071 


3.17403 










i 


8.65938 


o.«sTie 


1.783S3 


3.44S98 


3.00770 


3.47S0S 








2 


8.64641 


0.65501 


1.85458 


2.00277 


2.99146 


3.04022 


2. C 5202 






0 


8.6i225 


0.66344 


1.89398 


2.69553 


3.17263 


3.33828 


3.23771 


2.71003 




15 


9.15976 


















13 


H.873i5 


0.33MS 
















II 


H.76i3t 


0.49670 


1.18095 














9 


8.70216 
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DRlTTFfl BAND : AbhandliingeD der philologiscb'historiscben Classe. 
Zweiter Band. 

Hiervon ist bis jetzt erschienen : 
W. ROSCtfKtl . zur Gestcbicbte der EngüMk«» V«lluwirÜu«h«(Uli!kre im serliiEi-linti ii 



und i>iebx('hiileD Jabrbundert. I8äl. l Tbti*. 

Naditri0e. 183t. 8 Ifgr. 

f, G. OAOYSEN, Biwrhard Wladoek. 18S3. U Ngr. 
TH. NOHMSKN, Polemii Silvii laterculus. 1R53. 1(1 Ngr. 
Voluii Miedani distnJratio |MrUiiv. 1853. 8 Ngr. 



VIERTER BAND: AUudliwgen der iii«tliem8tiseh-pbr«iscbeii CIrsw. 
Zweiter Band. 

Hiervon ist bis jetet enehienen : 
M. W. DROBISCH, über imwiiuiUadM ToBbcstiaiiiuK nud TcmKi^tnr. 1853. 1 TbIr. 
W. flOniBISTBB, BettrlsvmrRmtaiM derGcMryptaSMi. IfitXVUI Tafeln. 1853. 

1 Tblr. 10 Ngr. 

P. A. 11 AX8EN, Entwidtelanir des Pndiiett daer FaMm d«s Radius Vsatort mit dem Sinus 
oder Cu.siuuü eines \ ieirurben der wahren AMMtie in Reihen, di« nach des Sinussea 
oder Ct>sinns«en der VielGuben der wahres, eXMaUrncben oder Mlttkna Anomalie 
rertDchreiten. 1853. I Tblr. 

Batwiebdnf der aegaUvea aad aagfadea Peiaimea der Quadimtwarael der 
FaaetiM r^^- r"^8n>' («ee U«m IT <!• ain ITela CT 1954. 1 TUr. 



SlTZUNGSBERIGHTEa 

KL£m£RE AßHANDLDNGfiN. 

BERICHTE über die Verhondlungen der königlich aichsisclien Geselbehafl der 
Wisscnschallen zu Leipzig. Erster Band. Aoa den Jahren 1846 und 1847. 
Mit Kopfem. gr. 8. 12 Helle. 

Zweiter Band. Aas den Mre 1848. MiLKupfem. gr. 8. 6 Helle. 

Veai Jakre 1849 aa »lad die Beriebte der bcidea Clataen getreaat eracblenen. 

Mathemaüseb.phfsiaehe Cbufle. 1849, 3 Hefte. 1850, 3 Helle* 

1851, 2 HeOe. 1852, 2 Hefte. 
1853, 1.2. UeO. 

Philolo^sch'fabtorisehe Claase. 1849, 5 Hefte. 1850, 4 Hefte. 

1851, 5 Hefte. 1852, 4 Hefte. 

185.3, 1. Ms .5. Heft. 
Jedes Hell der Berichte iM einzeln in dem Preise von lU >gr. tu babtu. 

Le^^r» -^««ww 1854. S. Hliiel. 
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SCURIFTKA 



DKR 



FüKSTLlGH - JABLOÜOWSKISOüEli GESELLSCHAFT 

zu LEIPZIG. 



AUHAJSDLlJMGEiN bei BcKrüuduog der liönigl. Sächsischen Gesell- 
•ebaft der Wissen sc haFten am Tnse der «weihunderijährigen Gebnrts- 
feicr LeibnizeiiH herau.sgrfjeben von der Fiirsll. J; ! ! n ^^^ >kischen Gesellschaft. 
iViil dem Jiildotöse von I^eibaias in Medaillon und zablreif üen Holzscbnitten und 
Kuprcrtafelo, 61 iiogi ii in hoch 4. 1846* brock. « Frei* 5 Thlr. 

Indalt: 

W. WACilSMlTli, liiit r«; von Lciliaix an Cbrislian Pbili|tp. 

A. F. HÖBIUS, Ucbar «In« aeae Bekan4liiiinw«iM der •■•UliMhea Spbärik. Mit etarr 
TaM. (Bbwla f « Np-.) 

M. W. DROBISCH, Uabar iit nalhaaiaUMlw Bastinaaaag der mosiknlisrben iDtervalle. 

(Kiti/i'lti 12' ': INpr.) 

A. SKEUECK, Leber die Sciiwinguogun der Saiten. (biozelu lü Nf^.} 

C. F. NAIMAN.X, lieber die Spiralen der GondbyUea. (Biezcla 16 Ngr.) 

F. UBICB, BlekiriMh« VarMdie. (Binala 7^ Ufr.) 

W. WEBBB, Bleklradyaaaiiaeb« HaaMli««timaai«a. MilBalsMbaittaB. (Bfasela I Thlr.) 

E. tl. WKRKR , Zusätze zur Lrbre vnai Baue aad daa Verrichlungrii I i (icscblecbts- 
orgauc. Mit 9 Kuprertafclu. (liiazelu 1 i Lir. 10 Ngr.) 

G. 6. LEHMANN, Brittige *nr Keaataiis das Verbalteat dar KablaaaiaiiMxtolatiea oaler 

varacbiodeneD physiaiiigitefeaa aad patbelogiaebea Vcrbültaiaaaa. (Biasda 10 Ngr.) 

PREISSCHKIITKN -ekrönl nnrl hnra us^^cgeben von der Fürstlirb 
Jablonowskisclien Gescll&chuft. Bd. 1. Lex,. 8. lH47.br. 20 3igr. 

luball: 

H. CRASSMANN, (ieoiiiclriscfi« Analyse gckiiü|*n nn i)ir von Lelbaix erfundene freaaw- 

tri^rlic Cfaaraclerihtik. Mit einer erlüulenideu Akhaodlung von /4. F. M'öhiut. 

PitMISSdHHlFTEN pekroiit und herausgegeben von der Fürsllicb 
* J a l<ionu>v sk i.srhen Gesellschari. Bd. II. LiCX. 8. 18.50.br. 10 Agr. 

lohaltt 

H. II. GEIMTZ, dns (juadergebirge oder die |{reiderorni8li'>ii in Siirlütea, aul beaaadarar 

Krriirk<iirhli|;iiii^ fliT ^-liiiikimifirichen Sdiichteu. Mit 1 col. Tnri l. 

PIVElSSCüHIFThiN -{» Li out und herausgegi-ben von der Fürsllicb 
Jablonnwskischen GeselUchttfl. Bd. III. Lex. 8. 1851. br. lONgr. 

Inhalt: 

J. ZE4IH, Aülronoiniscbc Untcrsuchuniren tiher A'w Wortilfinstprnissf' lU's Almngest. 

PREISSCHRirrFiN gekrönt und herausgegeben von der Fürstlich 
Jiibioiiowskisclieu Gesellschaft. Bd.lV. Lex. 8. 1853. br. 20]\gr. 

loball: 

J. V.VAW. \slroii«niiM-hf I ritiTMu liuapcn über die xt ielili;;<Ti'ii KiosiaraiMa, welch« vaa 
den SchrilUielleru di-s classischca AUerthiuas erw übnt werden. 



Druck t«n Umiku|if and lllriel in Leipiig. 
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0. SCHLÖMILCH, 

MITGUBD Pli KtfillGL. SlCRS. GESBLUCHAFT DE« VWtüfCHAFT«, 



ÜBER DIE BESTIMMUNG 

DER 

MASSEN UND DEll TRÄGHEITSMOMENTE 

SVMMETRISCÜER ROTATION SKÖHP£R VON 
UNGL£ICHFÖRMiG£R DICHTIGKEIT. 



' I Ans d«Q Abbandloi^en der inathtMDatiscIi-pbysiBchen Clim der KOaigllcli aichaiiehea 
>^ Gesellschaft der Wisseiwebaften. 



•^LEIPZIG 

BEI S. HIRZEL. 

1 8Ö4. 
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ABHANDLUNGEN 

KOMGL bACiilSiSCÜEN GESELLSCHAFT DER WISSENSCHAFTEN 

zu LEIPZIG. 



EKSTEH BAND: Abhandlungen der in a t Ii e ma tisc h- ph y &i s c Ii o n Classc. 
Erster liand. Mit 3 Tafelo. hoch 4. l»5'i. broch. Preis 4 Thlr. 16 iNgr. 

I atin 1 1: 

A. F. MÖBlüS, ub«r die Gitmdfarnen der Lioieo der dritten Ordnnag. (EiAula Ii N^.) 

P. A, HANSEN, lUgMidM AaflSmaf eiMt balicbigaa SjitaM m liaeariwtoB Gleleln». 
gea. — Dcbcr di« Btt«kl«lu§ der C Ht w (I— >2 «Jf-f — nach den Poieoseo 
von a. (Einzeln 12 Sgr.) 

A. SE£BECK, über die Q^ersdiwiiigaa^a gespunter nad nicht gespannter elastiacker 
Mbe. CIUbmU 10 Ngr.) 

C. F. NAUMANN, über di« cydoceatrisehe CooaliaapJnla «ad über dat Wiodnogs^eseu 
von Planorbis Comeuii. (Rinreln 10 N((r.) 

W, W£B£K, elektrodynamische Hoassbestinnoagen , insbesondere WideretaadsaHsa- 
imgtn. (EtaielB I Thlr.) 

P. REICH, oene Vattneh« ait der Drehwaage. (Biasela 90 Ngr.) 

N. W. DHOBISCH, Zaiätae wm lereatiner Pirablen. (Eiaada 16 Ngr.) 

W, WBBFR, •■'•'^trodyaaiBiieha MiasibeftiMBaaffSB, iaeboaeadare Iber Diamatrneti$mns. 
Mit einer JaM. (Einzeln 20 Ngr.) 

ZWEITER RAXI): Abliaodlungcn der philologisch-historischen Cln^se. 
Erster Bund. Mit eiuer Karte, hoch 4. broch. Preis 6 Tbir. 

Inhalt: 

A. WESTEitMAiNN, (Jotersacbnogea über die ia die attischen Iledaer eiogeleglen LrkuB- 
dea. S AhhaadUagea. (Biaaeta I Thlr.) 
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THEOaiE DES AEQUAIOREALS. 

Im labre 4826 habe ich schon in einer besonders gedruckten Ab- 
handlung die Theorie des mit einer parallactischen Aufstellung verbun- 
denen Heliometers erklärt , und dabei alles Wesentliche berücksichtigt. 
Da hl diesem Thema das Aequatorcal gegen das Heliometer an sieh von 

selbst in den Hintergrund tritt, so halle ich in dieser Abhündlung das- 
jenige, welches das A( (]iialoi c;il oder die paiaiku lis( lio Aufstellung be- 
(riin, kurz beliaiuleln dürlcn. Kurz nach dem l^r.vt lieinen dieser Ab- 
handlung habe ich aber eine ancIcMc Al)liandh)ng ausgrai bcitct. uorin 
sowohl die Theorie des Aequalorcals wie die des Ilcliumeleris mit niö^- 
licljster Ausführlichkeit entwickelt ist; diese Abhandlung ist bis jetzt 
noch iiiclit gedruckt worden, woran der Lmsland mit Ursache ist, dass 
nicht lange darauf von Besse I eine Abhandlung (Iber denselben Gegen- 
stand erschien . welcher späterhin zw ci andere nachfolgten. 

Ktkrzlich bekam ich zußllljg Veranlassung mein Manuscript wieder 
vorzunehmen, und es li<^n ausser dieser noch folgende Grlinde zu 
dessen VerOflenllichung vor. Erstens wird man sehen, dass manches 
darin vorkommt, welches in Bessels Abhandlungen nicht zu finden ist, 
so ausfithrlich diese auch sonst sind; zweitens bin ich der Meinung, 
dass die Anwendung des Aequatoreals als solches in der letzten Reihe 
von Jahren mit Unrecht ganz oder fiist ganz tlbergangen worden ist, 
indem ich dafUr halte, dass man ein zweckmässig gebautes Instrument 
dieser Gattung mit grossem Nutzen und Zeitersparniss zu Cometen- 
beobachtungen und den Beobachtungen der kleinen Planeten anwenden 
kann ; drittens begreift die Theorie des Aequalorc.ds die des Üniversal- 
inslruments, des Theodoliten, des Meridiankreises, des Uühen- und 

31 • 
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Azimulhalkreiscs oder des llölionkreises überhaupt, und die des Pas- 
sageninstrumenls als s[)(>tioll(' Füll»* in sich. Um aber diese Abhandlung 
nicht zu weil auszudehnen, heschrünkc icii mich hier auf das Aequato- 
real, und lasse dasjenige, weiches das nchuraeler und die andern ge- 
nannnlen Instrumente speciell betrifft, weg. 

Die Theorie eines jeden astronomischen histruments niuss er- 
klaren, wie man aus den Angaben desselben, die man durch 'die Ein- 
stellung irgend eines Pdnkls der Kugeloberflächc (flimmelsknprel } er- 
bttlt, die wahren Coordinaten desselben zu berechnen hat, und sie moS8 
zeigen, wie man die hiezu erforderlichen Httlfsgrdssen, die Reductions- 
eiemenle« finden kann. Abgesehen von der Biegung des Fernrohrs , die 
ein mehr physisches als mathematisches Reduclionselemenl ist, kommen 
beim Aeqnatoreal sechs Reduclionselemenle in Betracht, und von diesen 
werden in dieser Abhandlung drei verschiedene Systeme nach und nach 
eingeführt. Diese sind: 

I. I) Die Entfernung des Pols des Aeqnatoreals von dem Pol des 

Aequators. 

2) Der Stundenwinkel, unter welchem der Pol des Aequato- 

rcals h't'gt. 

3] Der Winkel, doii der (Uik Ii diese beiden Pole auf ti» r Kncel- 
. olxTfläH lic i:(>zogene grösste Kreis mit dem Meridian des 
Aequutoreal.- macht. 

4) Der Winkel, den die Stunden - und die üeclinatioosachse des 
Aequatoreals mit einander n>achen. 

5) Der Winkel den die Declinationsachse und die Absehenslioie 
des Fernrohrs des Aequatoreals mit einander machen. 

6) Die Collimalioo des Declinationskreises. 

Der Unterschied zwischen den unter S) und 3) genannten Re- 
dactionselementen kann die Collimation des Stundenkreises genannt 
werden. 

II. 1) Das Azimuth der Stmidenachse. 

%) Die Neigung der Stundenachse gegen das Zenith oder den 
. Horizont des Beobacbtungsortes. 

3) Die Angabe des Stundenkreises , .wenn das Femrohr des 
Aequatoreals auf das Zenith des Beobachtungsortes ge* 
richtet ist. 

4) 5) 6) wie vorher. 
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Das hier unter 3) angeftlbrte Heduclionselemenl konnte auch iHe 
CollimatioD des Slundonkreises genannt werden, da dorselbe Null zeigen 
iimss. wenn das Fernrohr die bezcicliiu to hat. Allein da in dem 
AuMli tick. iilr die Ueiluction der Ablesiiiiiien am Stundenkreise ausserdem 
noch ein conslautes Glied eintritt, so bahn ich für dieses RcductioDS- 
eicMueut die Bezeichnung als Colliniation niciii eini^eführt. 

III. i) Der Bogen grösslen Kreises, oder der Winkel zwischen der 

(verlängerten) Derlinalionsachse und dem Pol des Aequatora. 
i) Der Stundenwinkel, unter welchem dieser Bogen liegt. 
3) Der Winkel, den die Ebene, die diesem Bogen entspricht, 

mit der durch den Nullpunkt des Declinationskreises und die 

Declinetionsachse gelegten Ebene macht, 
i) Der Winkel, den die Declinationsachse mit der Absehenslinie 

des Femrohrs macht« das ist dasselbe unter I. und U» mit 6) 

bezeichnete Rednctionselement. 
Iq diesem dritten System erscheinen nur vier Reductionselemente, 
welches davon henllhrt, dass die ersten drei desselben sich auf eine 
bestimmte Ablesung am Slundenkreise beziehen, und ihre Werlhe Andern, 
wenn die Declinationsachse und die damit verbundenen Theile des 
Aequatoreals um die Stundenachse bewegt werden. Diese drei lle- 
ductionselementc eulhallon die fünf erslca der unter I. und ii. genannten 
in sieh, und ihre Analogie mit den beim Pas.saijenin.slruiuenle oder viel- 
mehr beim Meridiankrei>c vorkommendon Heductionselementen ist nicht 
zu verkennen. Sie werden vorzugsweise nützlich, wenn oian dem 
Aequalureal mehr wie l^ioe Absehenslinie beilegt. 

Die ganze Theorie des Aequatoreals beruht, wenn man sie in ihrer 
einfachsten Gestalt betrachtet, auf der Auflösung eines sphärischen Vier- 
ecks, dessen Ecken der Pol des Aequators, der Pol des Aequatoreals« 
die (verlängerte) Dcclioalionsachsc und die (verlängerte) Absehenslinie 
des Femrohrs sind. Durch die erstgenannte Ecke dieses Vierecks 
geht der Meridian des Beobachtungsorles, von welchem an die Bogen 
gezahlt werden, deren Unterschied den entsprechenden Winkel bildet, 
durch die zweitgeoannte Ecke geht der Meridian des Aequatoreals, von 
welchem an die Bögen oder Winkel auf dem Stundetikreise gezahlt 
werden , durch die dritte Ecke geht der Bogen, welcher dem Nullpunkt 
des Decllnationskreises entspricht, und von welchem an folglich die 
lio^eu oder Winkel anf diesem Kreise gezahlt werden, und durch die 
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vierte Ecke gehl der Bogen, von welchem an das Aequaloreal die Po- 
sitionsvvinkel angiebt, wenn es mit einem dprartigen Mikrometer ver- 
bunden worden isf. Je narhdcm man dieses Vifiock thirch die eine oder 
die andere scinor i)eiden Diagnnalen in zwei N[)!iiii is( he Dreiocke s^orlegt, 
konmit man auf das obige erste oder drille System von HcthK lions- 
elementen. iMan wird dieses Viereck durch die in dieser Alihandluog 
aogewandteD, sphärischen Dreiecke stets wieder erkennen können. 

Das Zenilb des Beobachtnngsorls ist ein Punkt, welcher nichl 
nothweadiger Weise iu der Theorie des Aequatoreals io Betracht ge- 
zogen werden muss, verbindet man aber die zweite und vierte Ecke 
des eben beschriebeneD Vierecks darcli Bögen grOssten Kreises mit 
diesem Zenith, so wird man auf das unter II. angefbbrtc System von 
Reductionselementen hingeführt, und die Bestimmung der drei ersten 
Elemente dieses Systems wird durch Zuziehung eines festen, terrestri- 
schen Gegenstandes und durch Hülfe zweier an der Buchse der Stunden- 
acbse befestigten Niveaus bemOglicht. Verbindet man ausserdem die 
dritte Ecke desselben Vierecks durch einen Bogen grössten Kreises mit 
demZeuith, so erlangt man die Bestimmung des unter II. mit 3) be- 
zeichneten Reductionselements durch die Nivelliniug der Declinattons- 
achse, stall durc Ii das eine der eben genannten festen Niveaus. 

Die unter III. angcfidirlon Rcductiouselemenle i^cwiiiiren , wenn 
man die eben oiwalmte Nivellirung. der DeclinalionsaclK^e liuizu/ieht, 
die Mdgliclikcil in joder beliebigen I.agc der Declinationsachse gegen 
den Ilori/onI, nnd ohne den Stand der bei den Beobachtungen an- 
gewandten üIm zu kennen, die drei ersten Beduclionseleroentc des 
Aequatoreals überhaupt auf dieselbe Weise bestimmen zu können, wie 
man die des Passageninstruments oder Meridiankreises zu bestimmen 
pflegt. Ist das Aequatoreal hinreichend genau und zweckmässig gebaut, 
80 kann man durch dieselben Beoliachtungen auch den Ubrstand be- 
stimmen. Die drei letzten unter I. und II. genannten Reductionselemente 
können stets unabhängig von den drei ersten bestimmt werden. 

Die Bestimmung der drei ersten Reductionselemente erfordert im 
Allgemeinen die Beobachtung von zwei Sternen, und man erhält dadurch 
flir das eine dieser Elemente erae doppelte Bestimmung, oder kann 
durch dieselben Beobachtungen ausserdem ein viertes Element be- 
stimmen, welches sich jedoch nicht immer mit wflnschenswertber Ge- 
nauigkeit ausftlhren lllsst, weshalb ia dieser Abhandlung nur ein Mai 
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aaf das mit bestimmiiare vierte Element Rfloksioht genommen worden 

ist. Um die Methoden zur Bestimmung dieser Reduclionselemeale zu 
conslriiiren, raoss man ausser den vier PuaklL-n auf der Ku^eloberfläche, 
die das oben beschriebene Viereck bilden, einen tunflon Punkt an- 
nehmen, und donsolhen mit joneni vierten und zwei andern Punkten des 
ert»ten Vierecks verbinden, wodurch ein neues Viereck onlSleht, aus 
weichem die Auflösungen leicht hervorgehen. 

Wenn man, wie in dieser Abhandlung geschehen ist, dem Aequa- 
loreal mehrere Absebeoslinien beilegt, so muss man neben dem Punkt, 
in welchem sich die vierte Hcko des oben beschriebenen ersten Vierecks 
be6ndel, auch einen fUnAen Punkt annehmen, und durch Bögen grössten 
Kreises mit der ersten and dritten Ecke des Vierecks verbinden. Dorch 
die zwei hierdurch eolslehenden Vierecke, und die Dreiecke, zu welchen 
oe Veranlassung geben, erlangt man bald die auf eine zweite Absehens* 
linie sich beziehenden Relationen, die leicht auf eine beliebige Anzahl 
von Absehenslinfen ausgedehnt werden können. 

Die Betrachtung von zwei Absehenslinien ist Überhaupt die Grund* 
hige der Theorie des mit irgend einem Mikrometer verbundenen Aequa» 
toreals; diese Theorie habe ich iodcss, wie oben schon erwähnt wurde, 
hier weggelassen. 

In allen Formeln haljc ich die Wirkung dci' Biegung des Fernrohrs 
weggelassen, und dadurch die grüssfmögliche Einfacliheil derselben 
7Ai Wege gel)racht. Wollte man die Wirkung dieser Hiegung hinzufugen, 
so wnrden die Formeln weit zusammengesetzter ausfallen, aber diese 
Hiuzulügung ist unnothig, da man die Biegung auf eine andere Art aufs 
Einfachste berücksichtigen kann. Ich mache darauf aufmerksam , dass 
die Biegung in derselben, oder in der entgegengesetzten Uichtung wirkt, 
wie die Strahlenbrechung, die auf jeden Fall berilcksichligl werden rouss« 
nichts ist also einfacher, wie die Wirkung der Biegung mit enlgegen- 
geselztem Zeichen der der Strahlenbrechung hinzuzufügen, und mit 
dieser vereinigt rttckwUrls auf die Oerter der Sterne zu übertragen. 
Auf alle in dieser Abhandlung zur Bestimmung der unter I. und II. mit 
4} 5) und 6) bezeichneten Reductionselemente, so wie auf einige der zur 
Bestimmung der übrigen Reductionselemente entwickelten Methoden hat 
die Biegung keinen Einfluss. Andere Biegungen wie die des Fernrohrs 
betrachte ich nicht, da ich der Meinung bin, dass man den Bau und 
das System der Gegengewichte des Aequatoreals, welches jedenfalls 
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erforderlich ist« so einrichten kann, dass keine andern Bieguagen, wie 
die der beiden Enden des Fernrohrs vorkommen können. 

Bekanntlich kann man alle, oder fast alle, Punkte der Himmelskagel 

niii cmein Ae(]ua(oreal auf zwei verschiedene Arten einstellen, und mao 
hat sonst für die Reduction dieser verschiedenarti|:^en Kin(>telluDgen 
vei'äcliiedene Forinein abgeleitet, die sich von einander duicii die alge- 
braischcu Zeichen der verschiedenen Glieder unterscheiden. Dieses ist 
zum Mindesten ilberflüssii^ , denn man kann alle Formeln so einrrchlen, 
dass sie mit bioser Hücksichtnahme auf die Zeichen der in denselben 
vorkommenden trigonometrischen Functionen für beide Einstellungsarten 
Gültigkeit haben. So ist es in dieser Abhandlung geschehen. 

Ich führe endlich hieran, dass ich in dieser Abhandlung nicht blos 
ein fest aufgestelltes Aequatoreal , bei welchem man immer annehmen 
darf, dass alle Redoctionseiemente kleine Grossen sind, von welchen 
nur die ersten Polenzen berttcksichügt zu werden brauchen, sondern 
auch ein transportables Aequatoreal betrachte, bei welchem es sich 
wohl ereignen kann, dass es, wahrend Beobachtungen daran angestellt 
worden sind, eine solche Aufstellung gehabt hat, dass diese Kleinheit 
der sich auf die AofsteltuDg des Aequatoreals überhaupt beziehenden drei 
ersten Reductionselem^te nicht angenommen werden darf. Die Folge 
dieser Betrachtung war, dass von den meisten Aufgaben nicht nur ge- 
näherte, sondern auch strenge Auflösungen entwickelt werden musslen. 

Die Abhandlung ist in fünf Abschiiiite eingetheiil, deren Inhalt in 
den üeberschrifleü, wie folgt, angegeben ist: 

I. Anwendung des ersten Systems von Reductionselemenlea zur 
Reduction der Beobachtungen, und Bestimmung dcf^( Iben. 

^11. Anwendung und Bestimmung des zweiteu Systems von Re- 
duclionsclementcn. 

§. III. Anwendung und Bestimmung des dritten Systems von Re- 
duclionselcmenten . 

§. IV. Einführung von mehreren Abseheaslinien, und Reduction 
der an denselben angestellten Beobachtungen. 

§. V. Von der Wirkung der Biegung, der Strahlenbreohnng und 
der Escentrtcitai des Femrohrs. 
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§ I. 

Anwendung des ersten Systems von Reductiooselementen zur Re- 
ductioo dec ficobachtungeDy und Bestiffin»nng derselben. 

1. 

Um den Mittelpunkt des Stundenkreises des Aeqnatoreals be- 
schreibe man eine Kugelobei^äche von unbestimmtem Halbmesser, auf 
dieser siehe den grOssten Kreis, welcher dem Meridian des Beobach^ 
lungsortes entspricbl, und bezeichne auf demselben den Nordpol des 
Aequators. Man bezeichne ferner auf dieser Kugeloberflache (westlich 
vom Pol des Aequators, um die BegriOe festzustellen) den Punkt, in 
welchem sie von der nach Norden verlängerten Achse des Stunden - 
kreises gcschnillen wird, und nenne denselben don Nordpol (oder 
schlechtweg den Pol) des A('(]ualoreals (oder der SiiimltMiachse). Durch 
die Achse dos Sluruicnkreiscs, und durch dm Punkt dieses Kreises , wel- 
cher dem Nullpunkt der Thcilung desselben enispricht, lege man eine 
Ebene, und neune dieselbe, oder den grosslen Kreis, in welchem sie 
die Kugeloberfläche schneidet, den Meridian des Aequatoreals. 

üie Slundeuwinkel werde ich vom südlichen Tbeil des Meridians 
des Beobachtungsortes nach Westen durch den ganzen Umkreis ohne 
Unterbrechung fortzahlen, und annehmen, dass die Bezifferung der 
Thetlung des Stundenkreises in derselben RtdiUing vom Kleineren zum 
Grosseren fortschreitet, wenn der Pol des Aequatoreals mit dem des 
Aequators zusammenfilllt. 

Zur Bestimmung der Lage des Pols und Meridians des Aequatoreals 
gegen den Pol des Aequators und den Meridian des Beobachtnngsortes 
bedürfen wir dreier Bogen, die ich mit /«, m und y bezeichnen werde. 
Verbindet man diese beiden Pole durch einen Bogen grössten Kreises, 
so soll die Lttnge desselben mit /«, und der Slundeuwinkel, unter wel- 
chem der Bogen fi liegt , mit — y bezeichnet werden. Der Winkel 
endlich am Pol des Aequatoreals, welcher sich in der oben bezeichneten 
Richtung vom lioizen // bis zum südlichen Theil des Meridians des Aequa- 
toreals erstreckt, soll m sciu. 

Den Stuüdeuwiuki>I iigeud eines Punkts 5 der Kugeloberfläche 
weide i< Ii mit r. und die Deelinalion desseibcr» mild bezeichnen; die 
analügeu , dcmäelbea Punkt 6 iu Bezug auf deu Meridian und den Pol 
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des Aequiitorealfi zukommenden n sollen t und 4^ genannt werden. 
Hieraus folgt sogleich , dass in dem sphärischen , vom Punkt S und den 
beiden genannten Polen gebildeten Dreieck die Seiten ji». 90*^^ und 
90*— sind, der Winke) am Pol des Aeqnaiors 180«— /—r, und der 
am Pol des Aequaloreals r'-l-m isl. 

In diesem Dreieck finden daher folgende Gleichungen statt : 
cos d sin [T-t-y] = cos d' sin (r'-l- m) | 
cos d cos [r+y] = cos d'cos jn CO» j'-^-in — sin d' sin u \ (I) 
s'm d ' = cos d' sin fi cos 'r'-f- -h sin fK cos /i j 

die durch Hülfe clor Angaben des Stunden - und Dr( lina(ion?kreises des 
Aequaloreals und der Heduclionselcmenle fi, y und m den Stundeo- 
winkel und die Declinalion des eingeslellleu Punkts (Siems) S geben. 
Auf dieselbe Art, oder wenn man will, durdi Multiplication der 
Gleichungen (I) mit sin und cos/», und durch Addition und Sub- 
Iraction erhalt man die folgenden, 

cos sin (f'-i- m)s cos sin (r-i-;'} 

co8d'cos(r'-i-m)s cosdco8/»cos(r-f-/)+8tn^8in/u ' (2) 
sin = — cos dr sin cos (th-^) •¥ sin i cos 

welche die umgekehrte Aufgabe lösen, indem sie die Winkel x und If 

geben , welche die Kreise des Aequaloreals angeben müssen . damit 
eiü gegebener Slern zu einer gegebeneu Zeil im Felde des Fernrohrs 
erscheine. 

2. 

Die eben entwickelten Gleicliungen gellen fiir jode beliebige Auf- 
stellung (l(>s Aequaloreals, und man kann aus denselben für die Fälle, 
in welchen ^ klein ist, auf folgende Art N^^hcrungsforraeln erballon, die 
gewöhnlich ausreichen. 

Die drille (1) giebt, wenn man sin/i = /<. und co6/t = 1 setzt, 
sin d — sin SS 2 sin^^ (<^»d^} cos \ ^'^) sa /i cos cos (t -i- m) 
das ist d^K^ fi cos (» m). 

Die ersle il) giebt, wenn man auf beiden Seiten cos^sin (t'<4-iii) 

subtrahirt. 

cos ö [sin (t-H;' — sin (r'-h »»]] = (cos «)'— cos d) sin (t H- m) 

o<ler 

cos d sin I r — r -^y — m] cos \ fr-t-r'-l- y-k-m, = sin ^ ß — d' ] sin 4^ ß-^^ i sin (t +in 
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aber wenn fi klein ist, so ist auch r'-f-m nahe =r+7, also 

(t-^t +y— m) cos (t'+ m) cos d = {d — d*) sio sio (t'-i- tn) , 
oder weoo man den eben gefundenen Werth von dr' sobstiluirt, 

T— »'+ y— m B /» tg sin (t + m) . 
Also wenn /» klein ist, bekommt man den Stundenwinkel und die De- 
clination eines Sterns durch folgende Aasdracke : 

T =T + ^ H- ^ tg iT sin (t -I- m) \ 
<r>-d'4./*cos(r'-l-m) J ^ ^ 

gesetzt worden ist. Den Bogen tj kann nuin die Collimnlion des Stundpn- 
kreises nennen. Wenn der beobaclilete Stern dem Pole sehr nahe ist, 
so kann sich ereignen, du>..s ungeachtet der Kleinheit von diese Aus- 
drücke für T keine hinreichende Genauigkeit gewähren, allein statt für 
diesen Fall die Gleichungen (1) weiter zu entwickeln, ziehe ich vor. die 
strengen Gleichungen (4) selbst anzuwenden, welches auch dann thunlich 
ist» wenn /i so gross wttre, dass die Gleichungen (3) überhaupt keine 
hinreichende Genauigkeit gaben. Ich werde Übrigens liierfOr weiter unten 
andere Gleichungen geben. 

Wenn man die (1) anwendet, so wird man sie der leichteren Rech- 
nung wegen durch die Einfiihrung von zwei Htllfswinkeln a und ß zu- 
sammenziehen. Es wird, wenn 

cos« sin (9 SS sin d' 

cos a cos cos 4)^ cos (r -+■ m) 

sin a s cos d' sin (r -|- mj 



gosclzl wird 



cos d sin {r-i-y) = sin a 
cos ä cos {r+y) » cos a cos /< - 

sin d SS cos « sin {/ti- 

Mao hmn ß immer so bestimmen, dass cos a positiv wird. Eben so 
bekotiiuit man statt der Gleii hungen (2;, 

cos a cos/?'= sin fV 

cos a sin /?'= cos S cos V-h/ 

sin a SB cos ^ sio (r-h/j 



cos d' sin (r + m) s sin a 

cos ri' cos (t'-|-II|) = COS ((' s'\n [ll- 



sin ä' 



= cos ce' cos (/i+i^j 
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Ich füfire diese (iieicliuiiiien an, weil sich sehr wohl orcii^rirn kanr.. 
dass man zumal mil (mikmh Iratjsporfabipn Aoquatorcal Beotiachlungen 
angestellt hatte, wiibread fA grösser war, wie die Naheruogäformela (3) 
überhaupt veiiragen. 



3. 

Sueben wir überdies den Winkel n zwischen der Ebene des De- 
clinatiouekreises, welcher durch den Punkt 5 §|eh(^ und der durch die 
Achse des Siundeiikreises gelegten Ebene, die durch denselben Punkt 
geht, mit andern Worten den Winkel, den die Seiten 90*— <^ und 90*— 
des oben angewandten sphUriscben Dreiecks mit einander einscbliessen. 
Dieses Dreieck gjebt sogleich 

cos ^ sin JK 8 sin fi sin (r H- m) | ... 

cos ^ cos n = sin ^ sin ^cos (t'-I- m) + cos cos /i | 
und wenn /« klein ist, ergiebt sich hieraus die Nahcrungsformcl 

jr= /t sec sin (t'h-iw) ( 5; 

Diese Gleichungen gehen zu erkennen, dass in so fern man als 
einen positiven Bogen betrachtet, f)>()' ist. wenn t und t -t-«i = 0 sind, 
so wie dass n und der Slundenwinkel zugleich wachsen. Hieraus folgt, 
dass IT positiv ist, wenn der Pol des Aetjualoreals an der Seile des 
durch S gehenden Declinationskreises liegt, an welcher die Slunden- 
winkel zunehmen. Wenn /( klein ist, so ist im Allgemeinen n auch klein, 
allem in der Nnhe des Puls kann 7i ungeachtet der Kleinlieit von /» 
den ganzen Umkreis durchlaufen, und es müssen dort die strengen 
Gleichungen (4) zu dessen Berechnung angewandt werden, wenn man 
ihn kennen lernen muss. 

4. 

Die im Vorhergehenden eingeführten Grossen z und d' bekommt 
man nur dann unmittelbar durch die Ablesungen an dem Stunden - und 
Declinationskreise des Aequatoreals, wenn 'folgende Bedingungen statt- 
finden. Es muss 

\) die Declinalionsachse senkrecht auf der Stundenacbse stehen; 
2) die Absehenslinie des Feruruiirs beukrechl aui der Decliuations- 
achsc stehen; 
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3) der DeclinationdcreiB 90* zeigen, wenn die Absehenslhiie des 
Femrohrs mit der Stnndenacbse in Einer Ebene liegt, und zu- 
gleich das Objectivende des Fernrohrs mit dem uürdlichen 
Ende der Stundenachse einerlei Richtung hat. 

Wenn diese Bedingungen nicht erfüllt sind, so wird man im All- 
gemeinen Ablesungen erhalten , die von t' und d' verschieden sind , und 
die ich mit r und d" bezeichnen werde. Ich nehme an, dass der Winliel 
zwischen der nach Norden gerichlelenVerlängerang der Stnndenachse 
und dem Ende der Declinalionsachse, welches nach Westen gerichtet 
ist, wenn das Femrohr die Lage hat, in welcher sowohl Stunden- wie 
Declinaliofiskreis Null oder nahe Null zeigen mOssen, 90* -t-t, und der 
Winkel zwischen demselben Ende der Declinaiionsachse und dem Ob- 
jectivende des Femrohrs 90*— 'Jk sei; es soll ferner, wenn die Ab- 
sehenslinie des Fernrohrs in die unter 3) verlangte Lage gebracht worden 
ist, der Declinationskreis 90* — «zeigen. Betrachten wir nun das auf 
der KugeloberdSclic von dem bezeichneten, auf den Punkt S gerichteten 
Ende der Absehenslinie, dem bezeichnoten Ende der Dcciinationsachse, 
und dem Pol ilos Acquaturcals gebildete, und sich dem in Art. 1 . be- 
trachteten Dreieck anschliessende, sphärische Dreieck. In die.'iem sind 
die Seilen 90" — <$', 90«— k und nO»H-t, und der Seile 90" — (V liegt 
der Winkel 90 <* — c — 6' gegenüber. An den Pol des Aequaloreals und 
ausserhalb dieses Dreiecks ziehe man den grössten Kreis, welcher den 
Meridian des Aequatoreals darstellt, dann ist der Winkel an diesem Pol 
zwischen dem Meridian und der Seite 90* — ö' dem Winkel r gleich, 
und der Winkel zwischen der Dreieckseite 90*Hh> und diesem Meridian 
ist gleich 90*-i-r*. Hieraus folgt, dass in unserm Dreieck der der Seite 
90*— gegeottber liegende Winkel ss9Ö*— (t — t") ist. Mao erhalt also 

cos 6' cos (t — t") = cos cos (tJ^H- c) j 

cos ö' sin (f — t") = cos k sin i sin c) -H sin k cos i / (ü) 

sin 6' ssr co.s k cos t sin — sin k mii i] 

welche t und 6' durch die Ablesungen t" und d und durch die Re- 
doctionselemente k, % und c geben. Wenn t und h klein sind, wie wohl 
immer der Fall sein wird , so erhalt man aus diesen Gleichungen die 
Naberungsformeln 



TS r*-l- 1 tg («r-h 4!) ÜP sec (d'-h c) 



I .... (7) 
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Dieser Aasdnick für t ist bis aof Grossen dritter, uod der fUr If 
bis auf Grossen zweiter Ordnung genau. Wenn der beobadilele Stent 
dem Pole nahe ist, so kann, ohngeachtet % nnd \i klein sind, nOlhig werden 
die Grossen höherer Ordnung zu berücksichtigen, und hiefkir dienen 
die folgenden Ausdrucke 

tg(T-T} = sinttg(ir+c)-Hg*8ec(dr-|.c) i 

(f — ,r+ c— 1 (t« H- ft») tg (a''-f. c) — ih, sec fd"-!- c) f ^ ' 
die auch leiclit aus de« ^G^ fulgon. Wenn der bcobachlele Slerü dem 
Pol des Aequatotenls ausserordenilicli nahe isl, so kann sich ereignen^ 
(Inss die zweile dieser nicht ausreicht, in welchem Falle man die 
strengen Gleichungen (6) auch für die Berechnung von anwenden 
mü.ssic. Die Behandlung dieser wird aber alsdann beschwerlich , und 
das Resultat kann ungenau werden. Ich werde aber unten Gieichungeo 
entwickeln, die in diesem Falle sicher angewandt werden kOonen. 

5. 

Legen wir am Punkt S in dem im vor. Art. betrachteten Dreieck 
einen Bogen grOssten Kreises senkrecht auf die Seite 90*— ib, und 
nennen den Winkel, den dieser B<^n mit der Seite 90*— macht, «v, 
dann ist in diesem Dreieck der der Seite 90* 4» t gegenüber liegende 
Winkel 90*-i-jr, und wir . erhalten daher 

Icos sin 3s cos I sin sin (^"^e) H- sin » eos 
woraus die Nabcrungsformel 
(10) ... . ;r = isec(()"-|-c)-l-ifetg{<r-|-c) 
hervorgeht. Man fmdct leicht, dass der Winkel n in derselben Richtung 
positiv ist wie n, und der Winkel zwischen dem eben eingerührten 
Kreise und dem durclt <S gehenden DecltoatioQskreise isl daher 

Der eben eingeführte Kreis ist derjenige, welcher am Funkt S den 
kleineren Kreis berührt, den die Absehcnslinic bei einer Drehung des 
Fernrohrs um die Dcclinalionsachse beschreibt. Wenn daher das Aequalo* 
real mit einem Mikrometer verschen ist, welches Distanzen und Posilions- 
Winkel fUr einander nahe stehende Gestirne giebt, so ist «H-n^ der Winkel, 
um welchen in jeder beliebigen Lage des Femrohrs der fibrigens statt 
findende Collimationsfehler des Positionskreises verbessert werden muss. 
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Das Yorhergeheode enthalt alle Redoctionen, die an die Rcobach- 
taogen an einem Aequatoreal in Folge der Aufslellung und der Ver- 
bindung der einzelnen Theile desselben nölhig werden, und seUt die 
Kenntniss der sechs Reduclionselemente /i, m, y, (oder jy). t, h, c voraus. 
Die zweiie Aufgabe besteht in der Bestimmung dieser Elemente, und 
nicht blos dafür, sondern auch um die Ausdehnung zu zeigen, welche 
die im Vorhergehenden entwickelten Formeln besitzen, müssen die fol- 
genden Betrachlungen voningesandt werden. 

Als Grundlage der unzweideutigen Bestimmung eines Punkts auf 
der Kuigeloberflache durch Polarcoordinaten dient ein Punkl aiif der^ 
selben, den man den Pol (oder positiven Pol) nennt, und ein fesier von 
demselben aasgehender Bogen grtfssten Kreises, welcher der Meridian 
genannt werden kann. Die einfachsten Polarcoordinaten irgend eines 
Punkts S aof der Kogeloberflache sind nun der kürzeste, von S an den 
Pol (positiven Pol) gezogene. Bogen grOsslen Kreises, and der Winkel, 
den dieser Bogen mit dem Meridian einschliesst, welche die Polardislanz 
nnd, in Beziehung auf das vorliegende Thema, der Stundenwinkel beissen, 
statt dessen in andern Fallen die grade Aufsteigung, oder die Länge, 
oder anders benannte Winkel eintreten. Um jeden Punkt unzweideutig 
bestimmen, muss die Pohirdislanz von 0 bis 180", der Stuudenwinkel 
(oder sein Analogon) al)er von 0 bis 300» ausgedehnt werden. Statt der 
Polardiblanz wendet man in der AsU unumie gewöhnlich sein Supplement 
zu 90^, die Declinatiou , oder Breilc an, wie hier im Vorhergehenden 
geschehen ist, und die Ausdehnung dieser Polarcoordioate ist daher 
von —90» bis H-90«. 

Man kann aber auch Ktnil des oben genannten kürzesten, vom 
gegebenen Punict S an den Pol gezogenen, Bogen grOssten Kreises den 
längsten wählen. Dieser wird sich von 5 durch den entg^en- 
gesetzten (negativen) Pol, und von da zum Pol selbst (zum positiven Pol) 
erstrecken, und diesen in entgegengesetzter Richtung treffen. Nennen wir 
daher die Polardislauz irgend eines Punktes fr, nnd dessen Stunden- 
Winkel wie vorher t, so sind nicht nor r and jr, sondern auch I80*+t 
nnd 360* — n die Polarcoordinaten desselben Punktes auf der Kugel- 
oberflflche. Wendet man statt der Polardistanz die Decltnation äm, so 
folgt hieraus, dass nicht nur t und sondern auch 1 80 * -hv und 4 80 * ^ d 
die Polareoordinaten desselben Punktes sind. 



I 
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Es ist belcannt, dafis man mit einem AeqiiaCoreal von zweck« 
maasiger Gonstroction entweder alle, oder doch mit geringer Ausnahme 
alle Punkte der Himmeldcuget auf zwei Terschiedene Arten einstellen 

kann, gleichwie man mit einem Theodoliten durch Umschlagen des Fem- 
roliis allo Gegcnstiinde aui zweierlei Art einstellen kann. Diese beiden 
Arloii der Einstellung enlspreclier» s^enau den oben erkl<lrlcn zwei Arten 
die Polarcüordinalcn zu coü.-^liuuen, und es nius-en daher die Be- 
zifferungen an dem Stunden- und Declinat ri^ki ( im > Aequatoreals 
so beschaffen sein , dass sie den beiden oben dargeieglen Arten die 
Polarcoordinalcn zu ztthlen entspreclien. 

Aber nicht blos in der geometrischen Anschauung und in der Ver- 
körperung derselben durch den Bau und die Einrichtung des Aequato- 
reals spricht sich diese doppelte Art der Bildung der Polarcoordinaten 
aus, sondern sie ist auch in der analytischen Theorie begründet. Die 
Systeme (1) und (6) der strengen Gleichung^, welche die ReducHonen 
der mit dem Aequaloreal eingestellten Punkte geben, läSnnen so gestellt 
werden, dass die linL-e Seite derselben, welche die an bestimmenden 
unbekannten Grossen enthalten, folgende Form annehmen: 

cosetcosT cos ^ cos t' 

cos () sin T und cos d' sin r 

sin d sin A' 

oder wenn man die Polardistaoz anwendet. 

sin TT cos T sin rr' cos t 

sin 71 sin t und sin n sin t 

cos n COS n 

aber es ist offenbar identisch 

cos<f cosTsscos (180» — d) cos(180»-i-t) 

cos <r sin T s cos (1 80*— sin (1 80^-1- t] 

Bin^r »sin(l80«--a) 

und 

sin » cos TB sin (360 •—tt) cos (180»-i-t) 
BmjvsinTsesin (360«— ?e) sin 
cossr «cos(360»— ») * 

und eben so verhält es sich mit den Functionen von r' und d', oder 
if und f^. Die beiden verschiedenen Arten der Auffassung der Polar^ 
coordinaten gnugeo also den analytischen Ausdrucken fitr die Re^ 
duction der Beobachtungen, und sind durch die beiden verschieden- 
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artigen EinsteUangen des Gestirns am Aequatoreal reprSsenlirt. Um sie 
unzweideutig zu erhalteo* und um die im Vorhergehenden entwickelten 
Formeln, sowohl die strengen wie die genäherten, ohne Unterschied aaf 
beide Arten der Binstellangeo anwenden zu können, ist erforderlich, 
dass am Stondenkreise die Bezifferung der Theilung von 0 bis 360* in 
ununterbrochener Folge aufgetragen sei, und wenn das Aequatoreal 
Polardistanzen geben soll, so muss vom Nordpol ausgehend auf dem 
Declinationskreise die Bezifferung sich gleichfiills von 0 bis 360* in un- 
unterbrochener Folge erstrecken. Soll das Aequatoreal Declinationen 
angeben, so muss die Bezifferung der Theilung des Stundenkreises 
so wie oben angefahrt wurde aufgelragen werden, und die des Decli- 
nationfikreises könnte vom Aequalor mit 0 nach Nardcii ausgclieiui sich 
auch ununterbrochen bis üüO" erstrecken, besser ist es nber \om 
0 Puiikl des Aeqiialors südlich ausgehend die negativen Zahlen bis — 9ü* 
auftragen zu lassen, äO dasji auf diesem Kreise im Südpol — 90" und 270* 
Einem Punkt ziigehören, wodurch sonsi noch Vorlheile erlangt werden, 
und man sich auch dem allgemeinen Gebrauehe die Decbn ii m n zu 
zMhlen m()^:Iich.-,t anschmiegt. Weiter darf sich aber die Numenrunic mit 
negativen Zahlen nicht erstrecken. Uebrigens müssen die BezitTerungea 
der beiden Kreise so mit einander correspondiren , dass der Stunden« 
krcis den wahren — im Gegensätze zu dem nm ISO« vermehrten — 
Stundenwinkel angiebt, wahrend die Angabe des Ueclinationskreises 
zwischen 0 und 180<* oder bezuglich zwischen —90* und 4-90<* liegt. 
Wenn diese Einrichtung getroffen ist, so gelten alle vorliern^henden 
Ausdrucke, die strengen sowohl wie die genäherten. f(lr beide Arten 
der Einstellungen, vorausgesetzt, dass man in jedem Falle die Ab- 
lesungen so anwendet wie man sie erhallen hat, und auf die alge- 
braischen Zeichen der in den Formeln vorkommenden trigonometrischen 
Linien Rücksicht nimmt. Man braucht daher fitr jede der beiden Bin^ 
Stellungsarten nicht besondere Formeln zu construven, welches immer 
in den Füllen, wo es vermieden werden kann, eine unwissenschafUicbe 
Art der Behandlung einer Aufgabe ist, sondern kann in allen Fallen die 
Redttctiooen nach denselben Formeln ausAlhren. In den Fallen, wo Ein- 
stellungen der Art gemacht worden sind , wo die Poiardislanz oder die 
Declination ihre gewülinliclien Grenzen überschreiten, ist blos am Ende 
der Heductionen jene von .{(iO", oder die:je von 18ü" abzuziehen, und 
der Slundenwinkel um 180» zu vermehren oder zu vermindern. 

Abiiandl. d. K. S. Cm. d.\VUMDS«)i. IV. 31 
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7. 

Gleichwifi den linken Seilen der Gleichungen (1) und (6) durch zwei 
Werihe der beiden darin vorkommenden veränderlichen Grössen Gnüge 
geleistet werden kann, wahrend die der rechten Seite unverändert ge- 
lassen werden , so muss denselben auch durch zwei Werihe der Ver- 
änderlichen d»»r rechten Seite Gnüge geleistet werden können, wenn 
die der linken unverändert gelassen werden. Bezeichnen wir für die 
Gleichungen (1) diese zweiten Werthe von r und d' mit t[ und ^^, dann 
ist aus den Gleichungen (2). die durch Umkehrung aus den (1) entstanden, 
und ihnen völlig analog sind, sogleich zu erkennen, dass >ft^ ^tfrn^ 

t'=180» + t; .mfftit. 
d'=180» — (>; ■ .'iv 

ist, und dass also zwischen diesen Grössen dieselben Relationen statt 
finden, wie zwischen den zwei Werthen von t und d selbst. In Bezug 
auf die Gleichungen (6) verhüll es sich, wie man gleich sehen wird, nicht 
ganz so. Nennt man die zweiten Werihe von t" und ff\ die diesen 
Gleichungen gnügen, wahrend t und A' unverJInderl bleiben, t" und 
so müssen folgende sechs Gleichungen zugleich statt finden 

cos A' cos (t — t") = cos k cos [d"-\- c) \^ 
cos d' sin (t' — t" = cos k sin i sin (t)"-|- c) -|- sin k cos i 
sin 6' ascos k cos i sin c) — sin k sin i 

cos d' cos (t — t") = cos k cos (ri'' -I- c) 
cos d' sin (t — t") = cos k sin i sin (rf'"-|-c) -H sin k cos i 
sin ö' = cos k cos i sin [d'"-^c) — sin k sin i 

und es sind hier offenbar r " und 6 " die Ablesungen an den beiden Kreisen 
des Aequatoreals, die man bei der Einstellung eines Punkts S der Kugel- 
oberflftche auf die eine, und /'und diejenigen, welche man bei der 
Einstellung desselben Punkts S auf die andere der beiden Uberhaupt 
möglichen Arten bekommt. Aus der drillen und sechsten dieser Glei- 
chungen folgt sogleich , dass 

sin c) = sin (t)"-!- c) -diM' 
ist, woraus hervorgeht, dass entweder r^'und A" identisch sind, welches 
auf Einstellungen derselben Art hinzielt, oder dass 
(H) c)'"-|.c = i80«' — c 

ist, welche Relation den Einstellungen vcrchiedener Art angehört, und 
von ^ unabhängig ist. Diese Relation ist, weil sie c enthält, von der 
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ReJation TerschiedeD, die swischen den xwet Wertben voo d> staU fiDdet, 
die den GleichaDgen (6) goilgeo; wenn r Dod ^ dieselbea bleiben, allein 
die Relation, die vermflge der Gleichung (41) zwischen d*H- c nnd ^-i-c 
statt findet, ist dieselbe wie die zwischen den eben erwttbnien Wertben 
von d^. Sobsliluiii man den Werth von iT+e ans (41) in die vierte und 
fltnfte der obigen Gleichungen, so geben diese in Verbindung mit der 
ersten nnd zweiten 

cos (t — r) = — cos (t — t") 
sin (r— T )aa — sm (r— -r ) 

woraoe 

t'— Tai 4 SO*— T 4-/' (42) 

folgt, welches die Relation ist, die zwischen den Ablesungen am Stunden- 
kreise nach den Einstellungen eines und desselben Punkts auf die zwei 
verschiedenen Arten statt findet, und die von der zwischen den übrigen, 
tiberbaupt mit r bezeichneten Winkeln statt findenden wesentlich ver- 
schieden sein kann. Aber wenn t und h Null sind, ist derselben durch 
die Werthe t s t und t^s 1 60 • -i- t 

Guüge geknsteC, welche Rehlion nil den firttheren fibereinstimral. 



8. 

Wenn k und i klein sind, so bieten die Gleichungen (11) und (4S) 
ein Mittel dar, r und ^ aus den Ablesungen zu finden, ohne dass man 
k, i und c zu kennen braucht. Ich nehme an, dass t und d' die Ab- 
lesungen sind, für welche die Angabe des Declinationskreises zwischen 
+ 90* und — 90* liegt, und dass der Zahlenwertb von r" grosser sei, 
wie der von r. Wenn beim Uebeigange von der zuerst genannten Ein- 
stellung zur andern der erste Nonius des Stundenkretses durch den An- 
Aingspunkt der Tbeilung gegangen ist, das ist, wenn der Stundenwinkel 
des eingestellten Punktes Oberbaupi grösser wie 480* ist, so wind die 
Ablesung unmitlelbar Dir t-'* eine kleinere Zahl geben, wie fUr r', und 
man muss daher, um der eben ausgesprochenen Bedingung Gnüge zu 
leisten, 360 zu dem durch die Ablesung erhaltenen Werth von t" adr 
diren. Dieses vorausgesetzt, geben die Gleichungen (H) und (12) in 
Verbindung mit dem Naherungswerthe d'= c aus (7) 

r'=i(r+O-900 j .^3. 

82» 
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weiche für jedeo Punkt der Kugeloberfläohe gelten. Bei der Anwendung 
dieser Gleichungen auf cölesUsche Beobachtungen verliert die Gleichung 
Air T ihre geometrische Strenge. Denn da die .Gestirne imner in Be- 
wegung sind und man nicht beide Einstellungen in einem und dem- 
selben Augenblick machen kann, so hat nun nie durch beide Ein- 
stellungen einen und denselben Punki der KogeloberiMche eingestellt. 
Wenn aber nicht nur k und t\ sondern auch ft klein sind, und man die 
beiden Einstellungen in einem m/Iglicbst kurzen Zwischenraum aus- 
geführt bat, so kann man immer noch -die Gleichungen (13) für das 
Mittel aus den Beobachluugszeiten als slatt findend betrachten. Bei Ein- 
stelinngen auf einen festen , terrestrischen Gegenstand gelten sie. wie 
auch fi beschaflcn sei. 

9. 

Obgleich man durch die Entwickdungen des ▼or. Art. in vielen 
Fttllen die Beobachtungen von dem Einflnss der Reductionselemente 
i, k und e befreien kann* ohne diese zu kennen, so können doch Flllle 
eintreten, wo dieses nicht möglich ist. oder nicht hinreichend genau 
ausfuhrt werden kann, und ich werde daher zeigen, wie sie sicher 
ermittelt werden können. Nehmen wir die erste der Gleichungen (4 3] vor 
und substitoiren sie in die beiden ersten Gleichungen (C;, so ergiebl sich 

CQS (V sin I (/' — t") = CDS k cos (ß"-¥- c) 

cos f)' cos 4- {t" — t ) = — cos k sin i sin ,() -♦- c) — sin k cos i 
und die Division der zweiten dieser durch dir» erste giebt 

cotg i (t" — t) =s — sin t lg c] — lg fc cos i sec [d'-t- c) . 

Ich werde nun annehmen, dass die Aiiiesungra t\ t", d" und d'^' 
einein festen, terrestrischen Gegenstande angehören, und dass ein 
zweiter solcher Gegenstand durch Einstellung auf die beiden ver- 
schiedenen Arten die Ablesungen t\ T, cT und gegeben habe. 
Hiemit wird die folgende Gleichung erlangt: 

cotg i (l"*- 1') » sin t tg (d"-|-e) — tg cos « sec (d'-f- e) . 
Wenn man nun aus diesen beiden Gleichungen wechselBweise tg h und 
sin t eliminirt, so eatsteben 

„in : _ cotg i (i*-!") 00» r^^e) » «Hb t (r- O co« (rf'» c) 

tüi(d--»><!)-«iii(J'<-l>i;) 
l^j^ _ ooigi (r-r) rtn («f-j-C c nj " - cotg } (r- t*) sip (r-t-c» 0<w (^'■»c) ■ 
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Um diese Gleichungen zu \ creinrachen , setze ich 



wodurch sie in folgende Übergehen : 

2 Sit» i ,r-n sin 4 (»"'-f1 . . 

L sin i [(r-0 (r- O] C08 A »ec wn | [(r-f) - (T'"-r")] sin D cotec A ^ 

woraus t und ü» folgt, und fttr die Bestiminüog der CoUtmation e des 
Declinationskreises ergebea sich durch (1t) folgeode zwei Gleicbuogen: 



hervoiigebt, so giebt sich zu erkeaneo, dass die Beslimmuog voo i und k 
ans (1 4) am sichersten ist. wenn der Unterschied zwischen und 
ausglichst gross ist« und da dieses im Horizont im Süd- und im Nordpunkt 
statt findet, so muss man die beiden Gegenstände in möglichster Nahe 
dieser Punkte wAhlen. Wenn t und k klein sind, so folgen aus (14) die 
folgenden Naberangsformelo : 



Da im Horizonl und im Nord - und Sadpunkt D=0 ist, so werden, wenn 
die beiden Gcgensliinde in der Nühe dieser Puiiklc liegen, die beiden 
letzten Glieder der vorstehenden Ausdrucke gemeiniglich so klein, dass 
man sie Ubergehen kann , und also mit den ersten Gliedern ausreicht. 
Es entstehen dann die Ausdrucke für diese Bestimmung, die ich schon 
in meiner früheren Abhandlung tiber das Heliometer gegeben habe. 

Wenn das Aeqnatoreal, wie bei transportablen Instrumenten dieser 
Gattung oft der Fall ist, mit- einer verticalen Achse versehen ist, um 
welche dasselbe durch den ganzen Umkreis hindurch gedreht werden 
kann, so reicht man bei der Bestimmung von t, k und c durch die eben 
entwickelten Ausdrucke mit Einem Gegenstände aus. Denn da diese 
Rednctionselemente sich auf Relationen beziehen, die in Bezug auf die 
verschiedenen Theile des Aeqoaloreals unter einander, und unabhllngig 




(16) 



woraus man das unlhmetische Mittel nehmen kann. 
Da aus den obigen Gleichungen 




(16) 



452 



von Pookteo slalt findeo. die ausserhalb desselben UegeD, so ist es 
einerlei, wie wührend der Bestimmang derselben das Aequaloreal in 

Bezug auf die Wellgegeoden aufgeslelll gewesen ist, und es gnUgt. wenn 
die oben verlangte Lage der beiden Gegenstände in zug auf die 
Stundenachse des Ae(juatureyls stall gcfumh u hal. Ha ulaher das Aequa- 
loreal die oben erwülinte BeschalTenhcit, ao kann man zur Beslimmung 
von t, k und c einen beliebigen, nahe im Horizont liegenden festen, ter- 
restrischen Gegenstand wühlen, und muss nur bei dem einen Paar von 
Einstellungen dasselbe so um die vcrlicale Achse drehen, dass der 
Gegenstand in Bezug auf die Stundenachse des Instruments nahe im 
Nordpunkt, und bei dem andern Paar so, dass derselbe ia Bezog auf die 
genannle Axe nahe im Sudpunkt ti^l. 

40. 

Man wird wohl immer ii^ad wo am Horizont Binen fUr diese Be- 
stimmung passenden terrestrischen Gegensland finden können, nnd kann 
somit stets, wenn das Aeqoatoreal mit einer Azimuthalbewegong ver^ 
sehen ist, die Bestimmung von k ond e so wie sie im vor. Art. ent- 
wickelt worden tst, ausflihren. Allein es konnte sich sehr wohl ereignen^ 
dass keine passenden zwei Gcgenstlinde. wovon der Eine dem Sfld- 
and der andere dem Nordpunkt hinreichend nahe genug liegt, aafznfinden 
wären oder kunstlich hergestellt werden könnten, und es können somit 
Fülle einlfclen, wo für ein grosses und festes Aequaloreal, an welcher 
Gattung von Instrumenten die Aziniuthalbcwcgung nicht anzubringen ist, 
die Bestimmung vr ii i und k, so wie sie im Vorhergehenden entwickelt 
worden ist, nicht ausgeführt werden kann. In diei^em Falle kann man aber 
ftir die beiden terrestrischen Gegenstüud(; zwei bekannte oder unbekannte 
Steroe substituiren, wovon der eine tief stldiich und der andere tief nörd- 
lich unter dem Pole culminirl. und braucht diese beiden Sterne nicht so tief 
zu wählen, dass die Strahlenbrechung die Genauigkeit der Beobachtungen 
beeinträchtigen mttsste. Ja man kann fUrden nördlichen Stern immer einen 
der beiden Polarsterne in der Nähe einer seiner Cnkninatiooen wählen. 

Die Ausdrücke (47)*bedtirfea (Ur diese Art der Beslinuniing von 
t und h eüier kleinen AbMademng. Da in denselben die Ablesungen am 
Declinationskreiee nur in den Cioeffidenlen vorkommen, so kann man 
zwar ioamer die beklen Einstellungen eines jeden dieser beiden Sterne 
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m 80 kurzer Zeit nach einander ausführen , dass die in der Zwiscbcnzeii 
stall gefundene Aendci ung der Declination in Bozu;^' auf die Hestinmuiny 
von t uiul /; als Null botrachlel werden kynii, aber mit den Ablesungen 
vom Stuiulenkreiäti veriiüil ß6 sich vve^en der Uiglichen Bewegung der 
Gestirne anders. 

BelratlUcii wir die liinsteilungew von zwei eioiindcr nahe liegenden 
Ptinklen der Kngeloberllücbe , die gleiche Entfernung vom Aequalor 
haben, so wird die zwerle Gleichung (13) für beide Punkte identisch 
dieselbe bleiben» aber statt der ersten wird mau folgende zwei erhallen, 

(r"+T )-90« 

wenn die unlen mit einem Strich versebenen Buchstaben dem zweiten 
Punkt angehören. Hat man nun zu^eich an einer auf Stemzeit regulirten 
Ubr dieZeitmomenie der beiden Einstellungen beobachtet und mit Tund 7\ 
bezeicfaneti so ist, wenn die beiden Punkte Einem Stern angeboren, 

und wenn /«sO ist. so ist auch 

PQr ein festes Aequatoreal wird ft immer klein, und die Wirkung dieser 

Grösse daher auf den Unterschied der beiden Einstellungen, wenn diese 
nur in einer niöi;liclist kui^cu Zwischenzeit ausgefuhrl werden, un- 
merklich sein, ücbrigens wird man, wenn dieses nicht der Fall sein 
sollte, /* und m stets so genau iM-mi([ehi kOnnen, als nolhig isl um ihre 
Wirkung auf diesen Unterschied durch die erste Fonne! ' 3; n)!t mehr 
wie hinreichender Cienauigkeit berechnen zu können. un(i eben so ver- 
hall es sich mit der Sirahlenbrechung, deren Wirkung auf (Ue Stunden- 
winkel in der Nahe des Meridians überdies klein ist, und deren Wirkung 
auf den obigen Unterschied der Slundenwinkel also um so viel mehr 
kleiner sein muss. Die Wirkung von i und k auf denselben ist Null, weil 
die zweite Formel (13) für beide Einstellungen identisch angenommen 
werden darf. Hieraus folgen die beiden folgenden Gleicbui^en : 

die stets hinreichende Genauigkeit besitzen werden, deren rechte Seite 
aber auch« wenn man es fbr nothig- halten sollte, zufolge der obigen 
Erklärungen, von der Wirkung von fi und der der Strablenbrechang 
befineit werden kann. Man erbAlt hiereua 
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UDd die FundameDlalglcichung des vor. Art. geht Ober in 

cotg I (tJ'— t' h-T— T^) — — sin t Ig {6"-^ c) — tg k coet sec (<)"+ c) 
Hieraus folgt auf dieselbe Weise wie dort 

i ,=:^[(/';_r4.r-7,) -{r;-T H-r-r,)] cotg a 

^ M = i [(/;-. t'-H r- r,j -h / + r- r.) ~ 36o » i cos a sec j> 
I - ^ c'H- r- r,) - «- r "h- r- r,)] sin d cosec a 

wo T, für den zweiten Stera dasselbe bedeuleo« was T|, T« 7, 
fUr deo ersten. 

Die Collimation e des DecUnationskreises kann maii durch eine der 
Gleichiiogen(15) vermilteTst der EinstellongeD des Fernrohrs desAeqoa- 
toreals in beiden Lagen auf einen beliebigen Gegenstand finden« und man 
kann daher auch dazn jeden t>eliebigen Stern wählen, nur muss alsdann 
unter Umstanden die Aenderuog, die in der scheinbaren Declination 
dieses Sterns während der Zwischenzeit der Binstetinngen vor steh ge- 
gangen isl, bcröcksichligt werden. Wenn man (tlr den Sicrn den Polaris 
in der Nalie der oberen oder unteren Collinialion iihlt, so ist jedenfalls 
die Declinulionsiindoruug so klein, dass sie nidicriicksichtigl bleibeu kann. 
Man kann di(\se Methode ancli anwenden, wenn man einen ($;itdlichen 
oder Uürdliuheii) Stern und eineu (nördlichen oder südlichen) ter- 
restrischen Cegonstand eincrcstelll hat, und es isl in diesem Falle nichts 
weiler zu thun, wie in den (17^) fUr den tcrrestriscbeo Gegenstand 
Tsr, zu setzen. 



ii. 

Ich komme nun zur Besiimmung der Reduclionseleniente u. m und 
oder y, die auf zwei verschiedene Arten, niimUcb entweder durch cö- 
lestischeReobarhtunpen oder durch Hülfe eines derLage nach bekannten, 
terrestrischen Gegcnslandes und zweier Niveaus sicher ausgeführt werden 
kann. Zuerst nehme ich die Bestimmung durch cöiestiscbe Beobach« 
tnngen vor. 

Die strenge Auflösung dieser Aufgabe, die in den zu Ende des 
Art. 8. bemerkten Fallen nothwendig werden kann, beruht auf der Eni- 
Wickelung von /», si und y aus den aufizwei Beobachtungen angewandten 
Gleichungen (1) oder (8). Lassen wir für einen zweiten Stern f, 4' 
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bez. dasselbe hedeulen, was t, d, r, fUr ein» ii Siern Uberhaupt be- 
deuteo, so giebt die drille Gleichung (2) für diesen Stern 

sin rf'= — cos A sin /* cos sin d cos . . . f A) 

Um hieraus und /i zu eliminiren, bedient man sich am Yorlheilhaflesten 
des im Art. 3. eingenihrten Winkels ti, welcher dem im Art. 1. betrach- 
teCea, auf dea aadern Stern sich beziehenden Dreieck angehört. Entweder 
unmittelbar aus diesem Dreieck , oder dorch eioe eiofeche Gombination 
der Gleichungen (2) ond (4) bekomint man 

siD sin (r-Kf ) s cos d' sin iv j 

sin /» c(»(tH»x)^<sos^^i^ ^^'o^^"* Silk • • W 

cos^ sCOS<}'co8^coa)fH»aindf'6ia 

Die Gleichung (A) Ittsst sich aber folgender Maassen stellen: 
sin s cos <l cos — r) sin ft cos (t-H^) 

-h cos <l sin (I— r) sin sin (t+/} -I» sin <1 cos ju 
ond hieraus lassen sich durch Hülfe der Gldcbungen (B) ^ und y elimi- 
niren, ohne WurzelgrOssen einzufblHren. Durch einfiicfae Substilutioiien 
bekommt man 

gio ei == (cos d cos d cos (/ — t) -+- sin d sin c)/ sin fV 

— (cos d sin (5 cos [l — t) — sin d cos d) cos () cüS ;r 
cos d sin — t) cos d' sin 
Setzt man daher 

cos ^ sin v/ = cos rf sin — /) \ 
cos C cos y = cos d sin d cos (r — () — sin d cos d ? . . (G) 
sin f scos d cosd cos (r— <) -i-sin d sin d ) 
80 wird . * ^ •» . - 

cos ^.-.--V;) = co»Cco.y (^^) 

womit die Au%abe gelöst ist. Denn nachdem C und ^ aus (C) berechnet 
worden sind, erhalt man n ans (1 8), hierauf und / aus (B), und ai aus 
den beiden ersten (8) oder (8*^). Die Gleichimg (18) xelgt, dass sr» auf 
dessen ErmiUelung das Hauptsllcblichsle dieser Auflösung bemht, aus 
den beiden Ablesungen am Declinationskreise ond dem Unterschied der 
Beobachlungszeilen gefunden wird, welcher in t—I enthalten ist 

Die Anwendung der Gleichungen (1) statt der (2) giebt eine Auf- 
lösung von dereelben Form, in welcher aber n blos ans den Ablesungen 
an den beiden Kreisen des Aequaloreals gefunden wird, und dessen 
Bestimmung daher von den üeobaciilunijszüilen unabbau^i^^ Die 
dritte Gleichung (1} wird erstlich 
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/ sin w 008 if'na 008 (I'-Km) -ff- am <roo8 

(A*) I BsCOB<r006(l'«-T) Sm^ G08(T-h«l) 

( — OOS d' an {t'—r) da ft sin {t'-^m) -i- sin «Toos 
und ans dem im Art. i. iielracfaiaten Dreieck, oder durch eine einfache 
Combinaüon der Gieichongen (1) und (4) ergiebl sich 

/ sin fi sin (r'-f-m) = cos d sin n 

iß*) l siu fi cos (t'-I- m) = — cos fV sin ^ cos ji sin d cos (f 
\ cos fi = cos d cos d' cos TT -h sin d sin d' 

Elimintrt man hiermit // und r'-l-m in (A*), und setzt 
/coSfeSin \p'-s=£COsä am {l' — j) 

(C*) I cos ^ cos v'= cos d' sin d' cos (<* — t') — sin f/' cos d' 
(sio^ sKCos<j'cos<)''cos (<' — T j + Mntj'sin <^ 

so wird 

C08(i»-y)« co,{*oa«# 

Hier mttssen also erst and ^ aus (C*) berechnet werden, worauf (49) 
n giebt» alsdann bekommt man f$ und m aus und y aus den beiden 
ersten (1) oder (1*). In diesen Auflösungen muss n durch einen Cosmus 
bestimmt werden, wodurch manchmal nicht die gewünschte Genauigkeit 
erlangt wird, aber suchen wir die Relationen zwischen C> ^. und v^'. 
Die folgende Gleichung ist identisch 

cos d' cos d' sin ((* — t) = cos d' cos (r'-h m) . cos d' sin (('-l- m) 

— cos d* sin (t'-i- m) . cos d' cos m) 
Substituirt man hierin die auf beide Slerne angewandlcn beiden ersleu 
Gleichunp:en '9), so wird nach einer leichten Umstellung: 
cos d' cos d sjn [i — t' = (cos </ sin d cos {r — <) — sin d cos d) sin fi sin (T-»-y)) 

— 1 s J s i ti V — f (cos d cos /i -I- sin d sin /(* cos (»-♦•/)) 
Die Gleichungen (B) geben aber leichl 

sin ft sin (j+y] =cos fJ'sin 
cos d cos ^ -4- sin d sin cos (r-i-y) = cos d* COS a 
Durch Hülfe dieser und der (C) erhtdl man sogleich 
([)).. .. co8Csin(]r — i^)sco8d'sin(l'^T} 
Die identische Gleichung 

cos ^'cos d'cos {t—r) b oos d' cos (r'-f- m) . cos cCcos (l'-4- m) 

cos d' sin (t'-i- m) . cos d' sin (l'-i- m) 
wird durch dieselben Gleichungen {%) 
cos d' 008 d'co8(^'- T ) « OOS d 008 ^ cos (t-Q sin d sin d 

- [sin d cos /«-cos d sin /» cos ^ cos /t-oos d sin /« cos (<+/)) 
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woraus vermitteist |der auf beide Sterne aagewaadten dritten Gleichung 
(2; und der dritten (C) 

sin cos d cos d cos {f — t*) •+■ sin d' sin &' , . . (E) 
folgt, und die Substitution dieser in (i 8) giebt sogleich 

cos f cos (n: — i/.) =cos d'sin d'cos (<' — t') — sind' cos . (F) 
Die VergleichoDg der Gleichuogea (D), (E) uod (F) mit den (C*) zeigt, 
dass ifsttC und 

ff»^^^' (20) 

ist» Man braucht daher (18) oder (49) nicht zur Berechnung von it an- 
zuwenden, sondern erhält diesen Winkel aus den beiden ersten (C), (G*) 
and (20), und da die Bogen ^ und v' uns jenen Gleichungen durch die 
Tangente bestimmt werden, so wird a stets so sicher gefunden, wie die 
Data der Angabe es zulassen. Es ist leicht zu finden, dass es am Dien- 
lichsten ist, die Sterne so zu wählen, dass C klein wird , welches einen 
Absland der beiden beobachteten Pnnkle der Himmelskngel von nahe 
90* bedingt. 

Man kann aber noch andere Gleichungen zur Bestimmung von n 
ablöten. Dividirt man (D) durch (18), so wird 

Dividirt man die erste (C) durch (1 9} , so wird 

tg{n^ti,'):^S^ß^i^^^^!^ (21*) 

Dividirt man (D) durcb ;F) , m wird 

Ig t»— vj = 'S^i'^5^W=i'i^^r'S^ 
und dividirt man die erste (C) durch die zweite, so wird 

. / <^ sin (r — () 

lg {71 j Ä ,y ;f_{; -ipi cosJ 

wovon die beiden letzton übrigens mit der oben erklärten Bestimmung 
von n aus (20) identisch sind. FUr die Anwendung kann man die obigen 
Gleichungen so zusammenziehen, wie bei den Gleichungen (4) und (2) 
gezeigt wurde. Die Gleichungen für die Tangenten von n — ip und n-^^' 
geben filr diese Bogen zwei Werthe, aber vorausgesetzt, dass man 
C immer so bestimmt, dass cos C positiv wird, welches stets geschehen 
kann, so geben die obigen Gleichungen zu erkennen, dass eines Theils 
«r— ^ und 1*— t', und andern Theils .V und f in ein^ und 
demselben HalUcreise li^en mtlssen, wenn cos et positiv ist, in enl- 
gegengeseUsten Halbkreisen hingen, wenn cos cT negativ ist. 
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Man kann lUlmlich in den vorstehenden Gleichungen d'. r\ 
Siels so annehmen, wie das mil der oben be^ctiriebeueu Be^iüerung 
versehene AiMjuatoreal sie giebt, wahrend man t, d, t. auf die ge- 
wöiinhche Art /^ihll. Wenn n boslimmt is(, so kann mau aucli ft^muady 
durch die folgenden GleichuDgeo berechnen : 

sin -^fiOD. 4- (r-ff-r+f -fr>m)s8iii -i-ir cosf {<3-^S^ 
. siQ^/»cos| (T + T'-|-y-|-in) = cosi-» sin 4 {d—^) 
GOBi ^ 810 i (t— T-ft-i'— m) K sin )v tto i (^-1-^ 

C0B4-j(iG0S-l-(T— T-h/ — m)wC(Ni^frC0S4- ^ 

die aus dem im Art. i . bemcbleten Dreieck folgeo. 

Ich füge noch hinzu, dass die hier angewandten Hdl^rOasen sich 
leicht construireo lassen. Man wird finden, dass 90*<->'Cdie Entfernong 
der beiden Pankle von einander ist, in welchen die beiden Sterne 
beobachlet worden sind; in dem Dreieck zwischen diesen beiden Punkten 
und dem Pol des Aequalors bedeutet ferner 480»+^ den Winkel am 
Slern, und in clotn zwisclicn (Icnselbcn l'uukleu und dem l*ol des Aequa- 
toreals 180" — \f> den Winkel am Stern. 



12. 



(»2) 



Für die genäherte AnflOsang derselben Aufgabe geben die auf zwei 
Beobachtungen angewandten Gleichnngen (3) 

^T— jj -I- /i tg d' sin {t'-i- m) 
rf— fi cos {t'-i- m) 
t — <'= 1; -I- /* tg d' sin t -+- m) 
d — 1/'= /< cos [t'-i- m) 
von \\ lohen man mit drei ausreicht, da nur drei unbekunnle Grössen 
zu 1h si ntmen sind. Die zweite und vierte dei^elben reichen aus, um 
fi und m zu finden; setzt man 

(23) masa:— 4^(T'-hO 

so bekommt man ans der Samme und Differenz derselben sogleich 



(Si) 



p oiu « t sin t [T -t ] 



und fUr die Golbmation des Stondenkreises ergeben sich die 
folgenden Ausdrücke: 
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^ = (t— T')—|i l^<)' sin (fH-m)! 

iy Ä (/—/')—/* tg d' sin {«'-I- m) ) 
aus welchen mnn das arithaielischc Millel Dehmen kann. Man kann aber 
aach alle vier Gleichungen (22) zm Bestimmang von /i^ m nnd an- 
wenden. Die Unterschiede der ersten und dritten nnd der zweiten nnd 
vierten sind 

(t— — (I — O « f tg (Tsin (r'-l-m) — tg iT sin (/-i-m) | 
(«r— il'js/« jcos (r'-l-fii) — cos (l'+m)| 
die durch Einflihrang des durch (23) bestimmten HttiCswinkels x in fol- 
gende fibergehen : 

[r-r-) -[t-n = f. sin x '^'^^^ COS i (r - 0 +fiCOSX sia i (f - /') 

(rf—iT)— = « 2^ sin 4? sin ^ (t — 0 
woraus man 

«sin«--^'*--''^^- 1 

«sin4(T'-0 I 

}(<l_d')-(i»-rf'jj5in(<r-d')coip; (t'-O-« |(«-0-('-Ol coscTcoiJ'l 
i» COSAS J ä — i- « 1 

a sin d + (J 1 sin < (r -I) J 

erhnU. welche ,m und x geben, \voia»il m und wieder aus (23) und (25) 
folgen, von welchen jedoch die lel/Jern jetzt, unabhängig von den Be- 
obachlungsfeiilcrn , dassethc Resultat für gehen imissen, wahrend 
dieses bei der vorhergehenden Methode nicht der Fall ist, sondern nur 
dann <;tatt finden musste, wenn keine Beobachtungsfehler vorhanden 
waren. Man sieht, dass man bei der Anwendung dieser Methode die 
beiden Sterne nicht so wählen darf, dass sin {d'^d') eine kleine Zahl 
wird, und ausserdem am Sichersten verführt, wenn man die beiden 
Sterne in Stundenwinkela beobachtet, die nahe ISO** von einander ver- 
schieden sind, wahrend man bei der vorhergehenden Methode sie so 
wühlen muss, dass der Unterschied der Stundenwinkel in der Nähe von 
90« oder 270« liegt. 

Wenn man statt der einmaligen Beobachtung zweier Sterne Einen 
Stern zwei Mal beobachtet hat, so vereinihchen sich die Gleichungen (26). 
Es ist nttmlich in diesem Falle erlaubt, in den Coefficienten ^) ftlr 
d! nnd ^, und Null fUr d'— ^ zu setzen. Man erbttlt daher in diesem 
Falle statt der (26) die folgenden : 

(d-d') - {J-if) 



Digitized by Google 



460 



P. A. Hahwh, 



Man sielit, dass mao bei dieser Beslimmung von x und /i den Stern 
dem Aequator nicht zu nahe wählen darf. Ueberhaupt bemerke ich 
noch, dass man bei der Anwendung der in diesem Artikel ent\%nckelteD 
Näherungsmethoden nicht zwei Beobachtungen, die in den entgegen- 
gesetzten Einstcllungsarten des Aequatoreals aogestelit sind, mit einander 
unmittelbar verbinden darf, wie bei den strengen Methoden des vor. Art. 
erlaubt war. Wenn daher die beideo Beobachtungen in der Tbat durch 
enlgegengesetzle Einstellungsarten erlangt worden and, so mom man 
die eine derselben durch die Gleichungen 

mit der andern gleichartig machen. 

Da wir hier vier Gleichungen zur Bestimmung von nur drei Grossen 
angewandt haben, so ist klar, dass sich eine vierte Grösse ausserdem 
noch bestimmen lassen muss, und man ündei leicht, dass diese die Col- 
liuialion des Declinationskreises ist. die in derThat aus den Gleichungen 
(26) und 27"! eliminirl ist, indem man iu dem Ausdruck (d-^iP — M — f^";, 
d" und ()' statt ri und d' schreiben darf, wie auch c beschaffen ist. 
Subatituirt man nun 

d'= <i"-|- c und d = «T-i- c 

in die vierte und zweite der Gleichungen und nimmt ihre Summe, 
so bekommt mao leicht 

(S8) . . c^i(d— d"}-!--!-!«)^— <r)— /»eo8iroo8i(T— r) 
welche Gleichung eine von den froheren nnabhangige Bestimmung der 
Collimation c ist. Doch ist zn bemerken , dass die Beslimmnng von e 
durch die Gleichungen (1 5) die einfecbste and sicherste ist, mid dass 
man daher die durch (28) erlangte entweder nur als Controlle, oder nur 
dann anwenden wird, wenn die Beobachtungen, die zu reduciren sind, 
zur Bestimmung von c durch (1 5) keine Data liefern. Wenn c gross ist, 
und aus der eben angeführten Ursache nicht aus {1 5) berechnet werden 
kann, so muss man doch ftlr die Berechnung der Coefficienten in (26), 
(26^ und (27; jedenfalls im Voraus einen so \m'\1 - 'näherten Werth da- 
von kennen, als uoihig ist, um für diese CoefUcienlen d' und d' hin- 
reichend genau berechnen zu können. 
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Anweii4ung^ und Bestimmung des tweiteo Systems von Rednettons- 

elementen. 

13. 

Das zweite System von ReductionselemeiiteD steht sehoa in so fern 
mit dem ersten System in Verbindang« als es dient die zweite, zu Anfang 
des Art.1 1. angekündigte Art /i, m und if oder / zu finden in Ausführung 
zu bringen. Fur die strenge Auflösung der betreffenden Aufgabe lege man 
eine verticale Ebene durch die Achse des Stundenkreises, dann isl^der 
Winkel , den diese mit der Ebene des Meridians des Beobacbtungsortes 
macht, das Azimnth der Slundenacbse; ich werde dieses Azimuth 
a nennen, und von Süden nach Westen zllhlen. Bezeichnet man femer 
die PolhOfae des Beobacbtungsortes mit <p , und den Winkel , den die 
Slundenacbse mil dem Hori/.ont niachl, mit 7', so sind in dem Dreieck 
zwischen dem Zenilli, dem Pol des Aeqiiators . und dem des Aequalu- 
reals, den ich mir in der im Art. 1. angenüimnenon l.age denke, die 
Seiten 90»— 7 , 90«— r^' und «, und der Seile /* liegt der Winkel — « 
gegenüber. Zieht man nun vom Pol des Aequatoreals aus, ausserhalb 
(heses Dreiecks, den Bogen grössten Kreises, welcher dem Meridian 
des Aequatoreals entspricht, und nennt den Winkel , den dieser mit der 
Seite 90« — (p' einschliesst, 9, so ist 360 die von der Wirkung von 
t und k befreite .Angabe des Stundenkreises, wenn die Abschenslioie 
des Fernrohrs auf das Zenith gerichtet ist. Zufolge des im Art. i . be- 
schriebenen Dreiecks ist aber der in unserer Figur vom Meridian des 
Aequatoreals und dem Bogen f$ eingeschlossene Winkel gleich m, und 
hieraus folgt sogleich, dass in nnserm Dreieck der der Seite 90*— 9 
gegenüber liegende Winkel gleich m—f ist. Es folgen daher aus dem- 
selben die Gleichungen 

sin sin (m — q) s — cos 9 sin o | 
sin fi cos (m— 9) s — cos 9 sin 99' coe a-l-sin 9 cos^' l . . (29) 
cos fi B cos (p cos (p' cos ff + sin 9» sin qs' | 

wodurch fi und m erhallen werden, wenn a, if' und q bekauul sind. 
Der Ausdruck fhr y kann ;ii!f zwei Arten, entsveder aus demselben 
Dreieck, da der dritte Winkel desselben i SO "—/ist, oder durch die 
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Gleichungen (I) erhallen werden. Nimmt maa für ileu l'unkl, dessen 
Polarcoordinalen t uiul d sind, das Zenith an. so wird t = 0, <J = y, 
T sSeO» — q, d'=(p', und hiemit geben die beiden ersten GleichuDgen 
(1), übereinstimmend mit dem obigen Dreieck: 
f cos tp siüy^ cos tp sin (m— ^) 
l cos 9> cos s cos 9^' cos/i cos (m— 9) ~ sio 9' SID /« 
welche y geben, nachdem durch die (29) fi und m— 9 enoitlell worden 
sind. Durch die folgenden Gleichungen 

— cos 9' sin u 

cos ^' sin 9> cos a — sin ^' cos ^ 
ist die Bestimmung von y unmittelbar von « und f/' ablicingig gemacht. 
Die Hestimmimg von tn und y ist somil duicli die Gleiclmngeii 
(29) und 30 oder (30*) auf die von «, 9' und 7 hingoftihrl. und n)an 
kann daiaiis leicht die Gleichungen ableiten, die a, 9 und q durch 
fi . m imd / geben. 



(30*) . . l'^f^r" 

^ ISlOjUCOSfs 



u. 

Theoretisch betrachtet kann die Bestimmung von zwei der im vor. 
Art. angeführten Grössen «, tp' und q durch die Einstellung dos Fern- 
rohrs des Aequatoreals auf einen der Lage nach bekannten, f« ; i r>ti ischen 
Gegenstand ausgeführt werden; die Bestimmung der drillen ljro>s( inuss 
jedenfalls durch ein anderes äusseres nulfsmillel erlangt werden. Zur 
Anwendung ist jedoch diese Art der ßestimo^ung diesser Gr<>ssen wenig 
geeignet, denn es wird sich zeigen, dass nur die eine derselben, nttm- 
lieh a, mit Sicherheil durch den lerreslhschen Gegenstand erlangt wer- 
den kann , und dass man daher zur sichern Bestimmung von ^ und 9 
sich zwei anderer äusserer Hulfsmittel bedienen moss. 

Sei « das Azimnth und z die Zenilhdtstanz ii^nd eines Gegen- 
standes, durch dessen Einstellung im Aequaloreal man, nachdem die 
Ablesungen von der Einwirkung der Rednctionselemente t, k und € 
befreit worden sind, i' hnd d' eiballen habe. Betrachten wir noii das 
Dreieck zwischen diesem Gegenstande, dem Zenith und dem Pol des 
Aequatoreals, so sind die Seiten desselben s, 90«— d' und 90* — 
und es sind femer offenbar der Winkel am Pol l'-i» q , nnd der am Zenith 
480« --(a— a). Wir erhalten aJio 



Digitized by Google 



Thbomb »BS Aropatorbals. 



463 



sin » an (a — o) s cos sin q) 

sin z cos («— o) » cos sin 9' cos (r+ 9) — sin d' cos 9)' ^ . . (31 ) 
cos s B cos d' cos cos q) H- sin <f ' sin ^' < 

Wollte man nun blos entweder 9»' oder 9 dorcli ein anderes äusseres 
Hülfsmillel bestimmen, so mtisste man entweder q oder q> durch die 
dritte der vorstehenden Gleichungen ermitteln. Aber jeder dieser BQgen 
wird vermittelst flieser Gleichung, wenn die andern darin vorkommenden 
Grössen beknuiil .suuJ. ihncli einen Cosiiuis ei liallen, und kann daher nur 
mit gcrinirer (icnjuiiiilveil erhallen werden. \\( im die Lasje des Gegen- 
standes so bcsciiatlcu würe, dass dieser Cümuus nahe gleich itl wurde. 
Aber nicht hlos in diesen Füllen, sondern auch iu denen , wo dieser Go- 
sinus- so klein ist. dass man den dazu .iiehfirigen Boiien ans den trigono- 
metrischen Tafeln mit Sicherheit entnehmen kann, ist diese Bestimmung 
mit einer wesentlichen Unsicherheit behaftet, die daher rührt, dass man, 
sei es q> oder q, aus der Zenithdistanx des Gegenstandes ermitteln muss, 
die wegen der terrestrischen Strahlenbrechung grossen Schwankungen 
unterworfen ist. Man kann daber durch den terrestrischea Ciegensland 
nur a mit Sicherbeit bestimmen, und mnss sich zur Bestimmung von 
beides q> und q zwei anderer ttusserlicher Hulfsmittel bedienen. Diese 
Bestimmnag von a geschiebt durcb den Quotienten aus den beiden 
ersten Gleicbungen (31), nflmlich durcb 

t« a — «1 = - . - **' 

^ ^ ' cos d' sin <f ' cos ^f'+ q) — sin d'cos «f' 

und js'cwührl, weil sie durcli die Tangente geschieht, und von der Zenitli- 
dislanz z, folglich auch von deren VerUnderungen unabhängig ist, stets 
volle Sicherbeil, der Gegenstand mag liegen wo er wolle. 



15. 

Ich werde jetzt aus den im vor. Art. entwickelten Gleichungen eine 
genäherte Auflösung derselben Aufgabe ableiten, die anf die Annahme 

gegründet werden soll, dass « und tp — (p' kleine Grüsseii suul, Nennt 
man den Slundenwinlicl iml die Declination des terrestrischen Gegen- 
standes / und (i, so bekuüitnt nuai zuerst die bokaaulen Ueialioneu 
sin z sin a = cos d sin t \ 
sin z cos a = cos d sin <f cos t — sin (/ cos ^ > , . . (32) 
cos z = cos d cosq> cos 1 4- sin d sin ip i 

AUModl. 0. K. S. Om. d.WiMMMcb. IV. 33 
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Setzt man nun in die beiden ersten Gleichungen {311, z-^-^z für z, 
t-h't '—l+fj] für i'-i-ijr, d-h tl' — d) ftir d', y-hf^f' — (f) filry', 80 werden 
in Folge der eben aofgesteiUeo AnnahmeD auch A^i f — '-^9 ^ — ^ 
kleine Grossen sein , von welchen man wie von jenen die Qnadraie und 
Producte Übergehen kann. Entwickelt man daher die (Zi) in Besttg auf 
dieso Grössen, und zieht die (32) davon ab, so ei^ebt sich: 
^31 J A«co8« »»«—«siozcosa» (i"— 1+9) cosicosi— (if— >d) sintfsiuf 
I cos s cos a -i-a sin s sin aas » (f^ cos d sin 9 sin < 

— {d' — d) (sin d sin 9» cos f -t-cosd c<j. ^ 
(•^'— <p] (cos d C$08 9> cos < -h sin d sin y) 
und wenn man liicraus climinirl, so wird 
tt sio zs — — ^-♦-7) I <'0-^ rt -+■ sin t sin a sin q) co«? d 

-f- (d' — d) (sin d sin t cos a — sind cos t sin a sin 9 — COS sin 0 COS 9: 
-^((f' — r; cos d COS <f COS < -|- siu d siu gt) sin a 
Um die Coeflicienlen dieser Gleichung zu vereinfachen . fithre irh den 
Winkel am Gegenstande zwischen dem Vertical- und dem Declinations- 
kreise ein, und nenne ihn dann giebt das Dreieck zwischen dem 
Gegenstände, dem Zenilh und dem Pol des Aequators 
sin e cos da sin o cos 9» 
sin t sin dssin a cosi sin 9 — cosa sin I 
cosc ssin a sin I sin ^»-i-cosa cosI 
C0S2 = cos (f cosd cosI -f-sin 9» sin d 
sin a cos z = sin < cos « sin d <|- cos / sin c 
und die vorstehende Gleitliuug j^ehl dadurch über in 
asinz= — — '+7; cos <i cos« — (d — </l sin«-i-(«^ — tf) ,siu/ cos* &iu«i-*-co»/siQ* 
Unter der Anuahme, dass «, /t und ^'-—^ kleine Grossen sind, geben 
die Gleichungen (29) 

fi sin (m — ^1 = — « cos q> 
(i cos (m— 9) SS 91—9^' 
Schreibt man nun p für 91 9« und setzt 

^—i-t-q^ Igd sinfas^ 
d'— d -i-pcosi 9BsA 

cos d ssX sin i 
^ s A cos / 

so wird die obige Gleichung 
^38. «-i^sini/+*, 



(84) 
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wo u für — a cos (p gesell rieben isl. Ist hieraus u berechnet, so geben 
die vorsiehendeo Gleichungen 

ftaü(m—q)^u\ ^3g, 

Der Quotient aus den Gleichungen (30) giebt zuerst 

colg y = cotg {m-q) - fi 

unii hieraus tulgi 

m— y — q = — /< sin y lg y 

oder da rn — q und y aar um eine Grösse erster Ordnung von einander 
verschieden sind, 

tj=q—U lg(f (37) 

Durch diese Gleichungen erhult man /i, m und tj, nachdem man p und q 
durch andere Hülfsmiltel bestimmt hat. Diese AuHösung ist identisch 
mit degenigeu« die ich in meiner früheren Abhandlung Uber das Helio- 
meter gegeben habe. Sie verlangt nicht, dass man am Gegenstande den 
Punkt einstelle, dessen Stundenwinkel und Declination t und d sind» son- 
dern gestaltet dafür jeden andern demselben nahe liegenden, In dem- 
selben Vertikal befindlichen zu wtthlen, und macht also eine Erhebung 
oder Senkung des Gegenstandes durch die Strahlenbrechung unschttdlich. 
Sie gestattet femer den Gegenstand in jedem beliebigen Punkt des Ho- 
rizonts oder der Nlihe desselben zu wählen. 

Die Auflösung, die ßessel von dieser Aufgabe gegeben hat, ist par- 
licuhir und nur zur Anwendung geeignet, wenn dor Gegenstand im Me- 
ridian oder in der Nühe desselben liegt. Man erhidt sie aus don beiden 
Gleichungen (33), wenn man darin ^^=0 macht, und [d — </) climinirt. 

Wenn man nur eine Einstellung des Gegeostaudes in der einen Lage 
des Aequatoroals gemacht hat, und die unmittelbar dadurch erhaltenen 
Ablesungen i" und d" nennt, so ist zufolge der Gleichiragen (7) 
I'. r +f tg (d-+ c) + sec (d'-h c) \ 
^^d'-^e f ' ' ' ' ^ } 

Hat man aber den Gegenstand in beiden Lagen des Aequaloreals ein- 
gestellt, und in der zweiten Lage die Ablesungen T und d" erhallen, 
so geben die Gleichungen (1 3; 

ohne die Kenntniss von t, k und c voraus zu setzen. 

33* 
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Wena man foiiwähread einen und denselben Gegenstand für die 
in Rede stehenden BesUaimoagen anwendet, so kann es vorlheilhaft 
werden, statt des Ausdruclcs (35) flir u einen anzuwenden, welcher 
diese Grosse explicite als liaearifiche Function von ^—1-1-9, ä' — d 
undp giebt. Man findet leicht aus (34) und (35). dass 

(35* } tt = — ^üT , — sina — ^, + COS <^ Sin a colg z.p 

und kann sich die (^oefTicicnU'n diVser drei Glieder ein fdr alle Mal be- 
rechnen. Älan .sieht aus diesem Ausdruck, dass der Coeflicienl \onp 
Null ist, wenn der Gegenstand im Hurizonl des Aeijualoreals liegt, und 
es wird daher, wonn dieses naiie der Fall ist, die Wirkung von p auf 11 
unmerklich sein. 

Kin sieheres Millt-I zur AufTmdung von p und q, und der elwa im 
Laufe dorZoil (i<iiiiil vorgehenden Veründerungen hej:lehl darin, (h^s man 
an der ISui li>c dci- Stundenachx' zwei Niveaus hofcsliirtMi liissl. wovon 
das eine vonSiidL-n itaeli Nonh n, und d;is aiulci e \<»nO>lcMi n;ich Westen 
gerichtet sein niuss. Hat man einmal , während man /i.mund/j ver- 
mittelst einer der Methoden der Ai I. 1 1 . oder 42. durch cölesüsche Be- 
ohac -hlungen bestimmte, diese beiden Niveaus zugleich abgelesen^ so 
gieljl eine sj>atere Aendening der Blasen derselben die Aeuderungen an, 
die p und q erlitten haben, und sollte man Aenderungen in der relativen 
Lage dieser Niveaus und der Büchse der Stundenacbse beflirchlen. so 
kann man der nacbtbeiligen Wirkung derselben dadurch vorbeugen, dass 
man von Zeit zu Zeit die Bestimmung durch cölesttscbe Beobachtungen 
wiederholt. 

Ich nehme an, dass wie gewöhnlich die Bezifferung der Scalen 
des Niveaus von der Milte nach beiden Enden hin wachst, und dass man 
bei dei> Bestimmung von m und durch colestische Beobachtungen 
an denselben die Zahlenangaben N^, S^, 0^, IV, abgelesen habe, wo 
die gewählten Bucbslaben die Richtung der Weltgegenden bezeichnen, 
nach welchen die Ablesungen statt gefunden haben. Die Werthe von 
/<, m, ff, p und die man dirnli dieses Verfahren erhUll. will ich mit 
fi^, m^. /^jj. p^ und (/^ bezeichnen, mul es ist also zufolge der Glei- 
chuDgcu (36} und 37), wenn nian die Glieder zweiler Ordnung Ubergeht. 

/40J .... \Po=f'o^'^^ P'o — 'io) 

= -«-A** sin (m. — v.j lg y 
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Wenn man nun zu irgend einer andern Zeit an diesen Niveaus die 
Zahlen N, S, 0, W abgelesen hiit, so ist klar, dass die Differenz S — 
der Differenz p — p^, und die mit sor r; innItiplinVto DifTeren/. (l — 0„ 
der Differenz q — r/^ propoi [ionnl ist. Denn die Veriinderung derflrnss«^ -y 
bezeichnet eine Drohung des Aequatoreals um die Stundenachse, und 
wird daher durch das von Ost nach West eerichtcfe Niveau nicht un- 
mittelbar, fsondern in) umgekehrten Verhiihnissc des Halbmessers des 
Parallels, welcher durch das Zenith gehl, zum Halbmesser des Aequalors 
angegeben. Wenn daher dieWerthe der Scalealheüe der beiden Niveaus 
mil s und t bezeichnet werden, so ist 

[O—O^M sec ^ » 

und die Ablesungen an den andern Enden dieser Niveaus geben auf 
gleiche Weise (N^^N)» =p'^p^ 

aus welchen Gleichungen , um die Veränderungen in den Lungen der 
Niveaublasen zu eliminiren, das Mittel genommen werden muss. Es 
wird daher Oberhaupt 

qf = Q + ^^^^ s sec y 
nachdem eiu tur alle Mal 

berecljiu l worden ist. Hat man nun zu irgend einer Zeit den bekannten 
terrcslrisrhen 'iegenstand einirestcilt, die beiden Kreise des Aetjualoreals 
und die beiden Niveaus abgelesen, so geben die ^il^i p und </, und 
hierauf erhalt man aus (34). (33). (36) und (37). oder aus (3ä'j, (36) 
und (37) m und »i. 

♦ 

47. 

Man kann auch durch Anwendung eines Collimators und ohne Zu- 
ziehung von colestiscfaen Beobachtungen und 7^ bestimmen. Man muss 
zu dem Ende den Collimator nach und nach nördlich, sOdiich, östlich 

und westlich vom Aequatorcal aufstellen. Wenn man diese Aufgabe in 
der Voraussetzung lösen will, dass der auf eine unveränderte, nahe 90 
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■betragende, ttbrigena anbekmale Zenilbdistaiiz zeigende Gollimator in 
dieaen vier AufstellangeD unter beliebigen, aber nnbekannlen Azimnlfaen 
aofgestelll worden sei, so «nd es Oberhaupt die Gleichungen (31), ans 
welchen die AoflOsang entwickelt werden mnss ; da ich aber hier an- 
nehmen werde, dass derselbe nahe in den oben beidchneten Cardinal* 
punkten des Horizonts anfgestellt werde, so reicht man mit der dritten 
(31), nämlich mit 

cos z = cos f/' cos ff cos (<'■+- ^1 -f- sin d' sin (p 

aus. Sei der Coltimator nun erätlich einmal nahe im Nordpunkt, und ein* 
mal nahe im Sudpunkt au^esteUt worden , so giebt diese Gleichung zu 
erkennen, dass die Ablesungen am Stuodenkreise nnr eine kleine Grösse 
zweiter Ordnung im Resultat hervorbringen kOnneu , und dass dieses 
selbst dann noch statt findet, wenn man bei der zweiten Aufstellung das 
Aequatoreal ein Weniges um die Achse des Stundenkreises bat bew^en 
müssen, um das Fadenkreuz des Collimators einstellen zn können. Wir 
können also hiebe! von den Angaben des Stundenkreises ganz absehen. 
Ich nehme nun an, dass bei beiden Binstellnngen der Stundenkreis 
Null, oder wenigstens nahe Null gezeigt habe, dass man also das Fem^ 
robr des Aequaloreals von Süden nach Norden oder entgegengesetzt 
bewegt habe, ohne eine andere, wie höchstens eine kleine, Drehung 
um diu Sluudcuachsc vorzunclirnen , dann kann für boidc EiiisteUuugeo 
cos (<'-l-7) = H-1 gesetzt werden, und die oLigc Gleiclmng giebt 

cos cos 9 + sin sin (p'=s cos d^ cos 7>'-(*sio sin q> 
wo und die von der Coliimation c befreiten Ablesungen am De- 
clinationskreise sind. Zufolge der oben verlangten Bezilfoning des De- 
clinalionskreisos wird die eine dieser Ablesungen im zweiten Quadranten 
liegen, und die andere eine negative, zwischen 0 und —90* liegende, 
Zahl sein, und deshalb habe ich die Indiens 2 und 4 gewählt, um sie 
zu bezeichnen. Unter diesen UmsMnden giebt die vorstehende Gtoichong 
(43) tp'^^(d, + d,) 

Wählt mnn die andere Lage des Aequaloreali» für diese Einsteiluogeu, 
in welciicr also cos j'-¥-ij = — 1 gesetzt werden muss, und bezeichnet 
man aus demselben Grunde wie oben die dadurch erhaltenen, von der 
Coliimation befreiten Ablesungen am Declinationskreise mit d, und 4,, 
so giebt dieselbe Gleichung: 

(") f-i8a»-i(d,+d.) 
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- Wendel muH beide Arten dieser Bestimiuung; an, und nimmt ans. 
(43) niul (44) das arithmetiscbe Mittel, so findet man leicht, dass dieses 
von der Collimation des Declinationskreises unabhängig ist. Hat mair 
nun auf diese Art ^ gefunden, so eiiiilU man durch Zuziehung der be> 
kannten Polhohe des Beobachtnngsortes 

und die ^loichzeilif? vorgonoiuiueiie Able>iini; des von Sndcn mich Nor- 
den p'iif liliMeu Niveaus giebt iV^, und .S^^. liicinil hat man die Data für 
die erste der Gleicbuogen (it) crluugt. 

18. 

Man stelle ausserdem den Collimator einmal nahe im Ostpunkt, und 
einmal nahe im Westpunkt auf, und nenne die dabei crianglen. und dui^h 

die Ausdrücke (7) von der Wirkung von i, k und c befreiten Ablesungen 
'ii <A' dann gielit die im vor, Arl. angewandto (ileicliuug 

cos f/, cos ff' cos Jx-^%j «in sin (p = cos </, cos y' co.> (jf,) -+- sin sin r/- 
Ick nehme nun an, dass bei diesen beiden EinstelUmgen der Slunden- 
kreis nahe 90" gezeigt liat, dann wird der Decnnations]xi( i> das eincMul 
nahe 0, und das andere Mal nahe 180« gezeigt hüben. Entwickelt man 
unter diesen Yoraussetzungen die vorstehende Gleichung, und bleibt bei 
den Grössen erster Ordnung stehen, so bekommt man 

g^«90«-f(l,H.y-i(180»-d;-^lgy' . . (46) 
Hat man diese Einstellungen in der andern Lage des Aequatoreals 
gemacht, in welcher der Stundenkreis beide Male nahe 270* zeigt, und 
nennt die jetzt erhaltenen, auch von der Einwirkung von i, k und c be- 
freiteo, Ablesungen i^, (/, , /j, </j, so bekommt man eben so 

7„ = 27o«-j:/;-hg-i-v:i8o«-j,-ti,;igy' . . 

Das von Osten nach Westen gerichtete Niveau giebt zugleich O^und >V„, 
nnd somit hat man die Data für die zweite Gleichung 42) erlangt. 

Wenn das Aequatoreal um eine verticale Achse drehbar ist, so 
können die eben erklärten Ermittelungen von und ohne Collimator, 
blos dureb Hülfe Eines terrestrischen Gegenstandes ausgeführt werden. 
Man brauebt nur, indem man sonst nichts am Aequatoreal Ändert, das- 
selbe vor jeder der vier Einstellongen so um die verticale Achse zu 
drehen, dass der terrestrische Gegenstand in Bezug auf die Stunden- 
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tacbse desselbetD nach und nach nördlich, södlicb. Ostlich ond wesUidi 
wird. Die hierauf durch die Atisdnicke (43) big (47) erhaltenen Werthe 
von und gellen flir den verticalen Stand der gemao^ Achse, ni- 
vellirt man diese daher durch die beiden Niveaus, so bekommt man die 
Grossen N^, S^, 0^, W„, ihv jt tzi dit jenigen Anga!>en der Niveaus be- 
deuten, die statt 6nden, wenn die verticale Achse wirkKcb vertieal steht. 



19. 

Ks giebt noch ein anderes, einfeches und sicheres Mittd um q zu 

finden, und dioses besieht in der Nivellining der Declinationsachse. Es 
is) niirnln Ii ihitch Art. Mi. klar. d;is.>^ \\ t iin j=0, und die Declinalions- 
aclisü liori/onlal ist, der Slundenkrt is 360* — q zeigen rauss. Ich will 
daher jetzt annehmen, dass das Acquatoreal so einieerichlct :5ei, dai^s 
man diirrh pin an die Zapfen der Declinationsachse aufzuhängendes, oticr 
darauf aufzustellendes Niveau dicsell)c so nivelliren könne, wie man die 
Achse eines Passageninslruraents oder eines Meridiankreises niveilirt. 

Sei das westliche Ende der DecJinalioosachse dasjenige, welches mit 
der nach Norden gerichteten Vei Uingerung der Stundenachse den Winkel 
90*<+'t macht, nnd habe man durch Hülfe des genannten Niveaus die 
Neigung der Declinationsachse gegen den Horizont uSecunden gefunden, 
und zwar it positiv genommen, wenn das westliche Ende der Decli- 
nationsachse das höhere ist, sei femer in dieser Lage derselben die Ab- 
lesung am Stundrakreise q\ so ist das Dreieck zwischen dem Zenith, dem 
Pol des Aequatoreals und dem westlichen Ende der Declinationsachse 
zu betrachten. In diesem smd die Seilen 90*^91', 90*<4-t und 90*— n, 
und der Winkel am Pole ist 90« -h^'-h q . es wird also 

— sin n = sin q? sin i cos q> cos 1 sin \,</'-f- q) 
und hieraus folgt 

(48) ..... — q=:q'-hn üQC q> -hi \ii rp' 
woraus q zu jeder Zeit einfach und sicher bestimmt werden kann. Mao 
kann ausserdem noch immer p durch das von Norden nach Sttden ge- 
richtete, und an der Büchse der Stundenachse befestigte, Niveau so be- 
stimmen, wie im Vorbeigehenden gezeigt worden ist, nnd a durch den 
bekannten, terrestrischen Gegenstand, worauf man wieder /«, «i und 
durch die Methode des Art. 15. erhalt. 
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so. 

Ich fuge hier hinzu, das« luan auch mit einem gut gebauten Aequa- 
Joreal die Zeil beslimmen kann, und zwar am Einrarhstcn nachdem man 
durch die eben eolwickelte Methode q ermitiell hat. Ich rede hier nicht 
davon , dass man hierauf das Aequatoreal wie ein Passageninalrnmenl 
behaodeln kann, weit ich weiter unten darauf zurück kommen werde, 
aber wenn die Theilung des Slnndenkreiaes hinreichend fein und genau 
ist. ao kann man, indem man die Drehbarkeit des Aequaloreals am die 
Slnnilenacbse mit anwendet« in kurser Zeit die Durchgange mehrerer Fun- 
damentalsteme, die nicht allzufem vom Aequaior sind, beobachten, wo'bei 
man jedesmal den Stundenkreis und wenigstens bei Einem dieser Sterne 
auch den Dech'nationskreis ablesen muss. Man wählt am Vortheilhaftesten 
diese Sterne so, dass man sie nicht allzuweit vom Meridian beobachten 
kann. Hierauf ocior zwischen jonon Beobachtungen mu.ss man einen pas- 
senden, vom Pol iiiehl allzu entfei nii ii Stern boobaelileii, und wieder beide 
Kreise ablesen, worauf man durch die Mellioden des All. I 2. ^uundm er- 
hall, die dort unabhüuijig vom Stjinde der Liu' ^^efunden werden. Am fi,m 
und 7 rrhalt man hierauf die Colliniation des Stundeokreises durch (37), 
nämlich 9 = ? — /' sin \m — q] [ti rp 

Nennt man ntin rt die gonide Aufsteigui^ iri^end eines der beobachteten 
Sterne, T die ührzeit der Beobachtung und die Gorrection der Uhr 
gegen Stemzeit. dann ergiebt sich aus (25) für jeden beobachteten Stern 

A r= T+ (T +1^) /* tg ^ sin (t -H«) 
welche den Stand der Uhr giebl. 



21. 

Wenn man q durch die Methoden der Art. 18. oder 19. bestimmt 
hat, und Obrigens, wie sonst hier vorausgesetzt wird, den Uhrstand kennt, 
so kann man auch fi^ m und tf durch einmalige Beobachtung Eines Sterns 
finden. Die Gleichung (37) giebt 

Tjssq — sin (w— 7) Ig <^ (49j 

und substituirt man dieseu Werth von in die Ausdrücke {3], so er- 
balt man daraus leicht 
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(50) ' tg «r- igy CO» IT + 2) 

I// cos(T'+m) = (fr— ()0 
wornus. da t hnkannl ist, // und m folgen, worauf durch (49j ci Imllen 
wird. Uic (50) zeigen, dass man sich zu dieser Be^liuuuung weder eines 
Sterns bciHt ncn darf, welcher dem Zenilh, noch eines weldicr dfm Ho- 
rixoQi uoU dem ersten Vcrtical nahe ist, da in dieseo Fttllcn der Nenner 
der ersten derselben klein wird. 

Big jetzt habe ich die wegen der Aufstellung des Aeqoaloreals er- 
forderlichen Reductionen der Beobachtungen von f», m und ^ abhängig 
gemacht, allein man kann sie auch unmittelbar von a, p und q abhSogig 
machen. Um die hieraus entstehenden Ausdrücke möglichst einfach zu 
machen werde ich indess nicht u und p selbst, sondern zwei andere 
damit in enger Verbindung stehende Gonstanten einfahren. Im Art. 15. 
wurde schon »ae — o cos 9) gesetzt, setzt man nun hier 

m'= u cos <i -i-p sin q 
p'— — fi sin q -i-p cos q 
so wird zufolge der (36) « sin m = u, fi cos m = p', und subslituirt man 
diese sowolil wie ^37) in die (3), so ergiebl sich 

T = T 4- {q — M tg tg d' sin t'-i- ü tg d' cos t 
d = ä'-t'p COS T — I»' sin r 
die man, wenn a, p und q im Voraus ermittelt worden sind, auch zur 
Reduclion der Beobachtungen anwenden kann, allein wenn viele Be- 
obachtungen zu reduciren sind, so scheint es vortheilhafter durch die 
Methode des Art. 15. ju, m und q aus », ji und q zu berechnen, und 
darauf die Ausdrucke (3) zur Reduction derselben anzuwenden. 

Die vorsiehenden Gleichungen können ttbrigens, wenn man die ahn» 
liehen, welche die Beobachtung eines zweiten Sterns liefert, mit an- 
wendet, dienen um u', p und q—u tg 9;, das ist ;^ , unmittelbar aus cO- 
lestischen Beobachtungen zu finden. Nennt man, wie in den Arlt. 11. 
und 12. für den zweiten Stern die analoy;on Grossen <i, t\ d, so be- 
kommt man der ernsten Methode des Art. 12. analog 



(öl) 



(52) 



4 (J— tf'j CO»/'— [d—ä'} CO» X 

**** tiad'^f') 

«' tJ-rf*) sini'- (d -«f) »iiiT 
»lD(l'-t') 
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worauf ff aus einer der beideu fulgendeo hervorgeht 

^ s (t — t'} — />' tg d' sin t — u tg rV' cos r 
= (/ — /') — p lg d' sin l' — u Ig d' cos t' 
Der z weilen Melhode des ArU IS. analog ergiebt sich 

jCT-O-.jt-O [ {co$ t'- CO» t'[ - 1 (<f^<rH{d-d') I }tg <r sin r'- tgtf «in t\ j 
,^ j f r~y')- (f~0[ [giD t'- «in f [ -l- [{J-y) - (d-iT) j [ig^con t - tg «Tcos l'j i 

und 19 wird wieder aus den obigen Ausdrucken berechnet Hat man 
statt der einmaligen Beobachtung zweier Sterne Einen Stern zwei Mal 
beobachtet, so ttndem sich die vorstehenden Ausdrücke in folgende ab: 



(53) 



(Ö3») 



Hat man im Voraus q durch eine der Methoden der Artt. 18. oder 19. 
bestimmt, so bekommt man t(' und p' durch die Beobachtung Eines Siems 
aus den folgenden Ausdracken 

, {1 — T—q) COS T — (<f— «TjjlgfTsln r'-i- tgy 'iOf} 



— IßV cos ly+q) 

, (r — t'— ^) «inr'-i- (rf-ifihgtfco«»'— Igv cosyi 
P — 



(Ö4) 



tg«y-igy cos (r'+ j) 

und inuss aus der folgenden berechnet werden, 

f} — (l — tttgy=</ — w lg 9 cos *y •+•/>' lg 9 sin </ . . (54*) 
die \vn-\\[ aus (51*) hervorgehen. 

Alle Ausdrücke dieses Artikels sind abcM melir zusamnicngesetzl, 
wie die der Artt. \%. und 21 , , weshalb sie sich weniger zur Anwendung 
eignen wie diese. 



{5 III. 

Anwendung und Bestimmung des dritten Systems voo Eeduetions- 

elementen. 

23. 

Im Vorhergehenden sind zwei Systeme voo Reductiooselementeii 
eingeßibrt worden, nUmlich einestheils m, ^, t. fc, c und aDderatheils 
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n . p , fj , i . k . c, es ISssf sich aber noch ein drittes Syslem einfuhren, 
welches in vielen FillJeu luil Nutzen angewandt werden kann; dieses 
will ich jetzt entwickeln. 

Verbindet man das in dieser Abhandlung stets angewandte Knde der 
DecliaatiODsachse und den Pol des Aequators mit einem Bogen grössten 
Kreises, nennt die Lange desselben OO^'+A, und den Stundenwinkel, 
unter welchem er liegt, OO^+d, so enUleht zwischem diesem Ende der 
Declinalionsachse, dem Pol des Aequators nnd dem des Aequatoreals ein 
neues sphärisches Dreieck, in welchem die Seiten 90*-i-il, 90*-i-i und u 
sind, nnd den beiden erstgenannten dieser bez. die Winkel 90<»-i-t'-|-« 
und 90*—^—/ gegenüber liegen. Dieses Dreiepk giebt die Gleichungen 

/ cos A cos (ö+y) =» cos i cos (t'+ m) 
(65) . j cos A sin [Ö+y) = cos i cos ft sin (t*-#- m} — sin i sin .« 
(sin X =co.< i t;in sin (T"-*-m)-f- sin i cos» 

welche A und 0 bcstHnnien. Nennt mau den dnUea Winkel in diesem 
Dreieck A* erhallt man 

cos A sin A = sin ft cos (t"-|- m) 
cos A cos A— — sin sin t sin m) cos ^ cos« 
woraus A hervorgeht. Ich Aige diesem htnsu, dass A und A immer 
zwischen den Grenzen ±90* bestimmt werden müssen, und dass dem 
zufolge ß^-y und T'hm immer zugleich entweder im ersten und vierten, 
oder im zweiten und dritten Quadranten liegen. 

Durch denselben Bogen OO^'-i-A haben wir zwischen dem genannten 
limla der l)(;ch"nationsachse, dem Pol des Aequaiui s nnd dem Punkt S 
der Kugelolfeiilaciie ein zweites, neues sph^trischrs Dreieck erhallen, in 
welchem die .Seiten 00" — k, 90" — d und ÜO"-j-A sind, und den heiklen 
erstgenaniiien die Winkel 90"-|-ö— t und 90" — c— d"— A gegenüljer 
liegen, üiemit ergiebt sich also 

/ cos ^ cos (t — 6) = cos k cos c -H A) 
(Ö7) ! cos d sin (t — d) »cos k sin A sin (<)"-#- C-l- A) + sin k cos A 
( sin d = cos k cos A sin (d"-!-«-!- A) — sin k sin A 

wodurch t und & bestimmt werden. 

Man kann hiedurch auch die Summe der in den Artl. 3. nnd 5. 
eingel^lhrten Winkel n und n bestimmen, denn man finctet leicht, dass 
der dritte Winkel in dem zuletzt angewandten Dreieck dO^-hTi-hn ist. 
Es wird also 
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cos cos ''rrH-.T: I = cos cos i'^ -Hc + A) ) 

cos d sin [n-i-n') = cos X sin sin c -h + sin A cos A ( ^ 
welche st+tt' geben. Auf diese Arl wird die Reduclion der Beobach- 
luDgea durch Bulfe der vier Reducliooselemente A, 0, c + A und k aus- 
gefllhrl, welche unverändert bleiben, so lange der Stundenkreia uovei^ 
ttndert stehen bleibt» and auf die Angabe t" zeigt, wovon aber die drei 
ersten sich mit r Andern. Man erkennt leicht die Analogie zwischen 
diesen Beductionselemenlen und den beim Gebrauch des Passagen- 
Instruments oder des Meridiankreises vorkommenden. Es ist nttmlich 
ohne Rtlcksicht auf das algebraische Zeichen k die kleinste Entfernung 
des Pols des Aequators von dem Kreise, den die auf der Declinations- 
achse senkrecht stehende Absebenslinie bei einer Drehung des Fernrohrs 
um dicso Achse auf der Kugcloherflache beschreibt, Ü ist der Stunden- 
vviiikei, unter welchem dieser Kieis den Accjualor schneidet, und k isi 
die Collimalion (Um- AL.-.( iu nslinie. Diis Hethiclionselement r-f-A ki»iHi 
mit der Collimatiou des Kreises am Mendiankreise gegen den Aequatur 
oder den Pol desselben verglichen werden. 

Die Gleichungen (Ö5) und (56) geben die Reductionselemente /. 6 
und A strenge aus /I, m und ^v^ll man dieselben strenge aus «, (f' und q 
ableiten, so ranss man erst duicli Anwendung von (29) und .30) ^, m 
und f aus diesen ableiten und dann sich der (55) und (56) bedienen. 
Es folgen aus denselben leicht die entgegengesetzten Gleichungen, welche 
1$, m und aus il, 6 und A geben, die ich aber hier weglasse. 

Da d tiberhaupt 90* nicht Ubersteigen kann, so folgt ans den (57), 
dass bei irgend einer Angabe r des Siundenkreises kein Stern in die 
Absebenslinie gelangen kann, dessen Declinalion grosser ist wie 

90«— Ji;7A 

wo das tfbere Zeichen gilt, wenn \ positiv, und das untere, wenn X ner 
gativ ist. Es folgt femer, dass für dieses Maximum der DecHnation, die 

in dieser Stellung des Stundenkreises beobachtet werden kann, 

T— <y=90«' oder =270» 
ist, jenaeluieiii >. positiv oder negaliv ist. Jeder Sferii. dessen Declination 
kleine! wie dieses Maximum ist, gelangt tUglieh zwei Mal iu die Ab- 
sehenslinie, und für den einen dieser Dtirrhgange ist 

T— ö<90» oder bez. 270» 
für den andern hingegen ist 

T— 6>90« oder bez. 270» 
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für den einen Durchgang ist ferner 
und ftor den andern 

Man «iebl hieraus, das« sehr wobi lllr beide Dnrcbgtage ^ -i-c ent- 
weder grosser oder icleiner wie 90* sein kann. 

Wenn ^ so klein ist, dass man sin /i>«/i und eos /ivl setzen darf, 

so erhält man folgende genäherte Ausdrtlcke aus den vorbei^eheuden 

strengen. Die (55) und (56} gehen 

A s= t -f- sin (t"-|- m} 

WO fi wiciler die ColUmation des Sluiulonkreit^ei> bedeutet, und also 

)^=sai— / 
ist, und aus den ^o7) erhalt mau 

(60) . j»=TVi?4-Ätg(d"-^c)+*sec(d'+«) 

deren Idenlitöt inii den (3) und (7) leicht zu erkennen ist, die aber eine 
andere äussere Form haben. Aus (58) bekommt man femer 

(61) . . . ff-|-if'-iAsec(<r+4;)-i-Atg(ir-l-e) 
wekhe mit der Summe aus (5) und (10) abereinstimmt. 

Wenn ausser t die Reductionselemenle i», m und ^ gegeben sind, 
so erhalt man 9, k und A durch die (59), wenn im Gegentbeil Air irgend 
einen Werth von r'die Beduetioaaelemenle t, 0, A und A gegeben sind, 
80 bekommt man »/ , und t» aus den folgenden 

(62) \f$msk (r -H m) » « 

( cos (t"-»- w) = A 

worauf man durch die (59) zu den Werlhen von I), / und ^ ühpiaeheu 
kann, die iii^cnd oinem andern Werthe vonir"zuk(>iHni<Mi. Man khüii ther 
auch bei diesem L'olj(_'ri;ange dio Bcrcchnunir von /<. m und 1^ vcrnieiUt'u. 
Nehmen wir an, dass zur Ahlosuujj; t, am Shindenkreiae die Rediif fidus- 
elemente 0,. ).^ um! Ai gehöi'en, so erhall man aus den vorstebeodeo 
Gleicbuugeu leicht 
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ff, ^e^-tl^*' 

— »H-A «n W— t) + (A— i)co8(T;— t") . . (63) 

A|= A cos (tJ-O - (Ä-f) sin (tJ-t*) ) 
welche ff,, Ai nod Ai onmUleUMir aus ff, il und A geben. Will man 
0« p und q statt m und aus ff and A ableiten, so bekommt man 
leicht aus der Verbindong von (62) mit (36) und 37) 



(64) 



P A <^ 0 -I- (A— «0 sin ff 
gsff— r'— a sin ^ 
ond hieraus bekommt man sogleich die Ausdrucke» welche die entgegen- 
gesetzte Aufgabe losen, nttmlich 

ff s5T'+9-l-a sin^) \ 

A «Bt-*a C0S9» cosff-l-p sin ff> . . , . (65) 

A = tt cos ^ sin ff -^p cos ff 7 
welche ff, X und ^ für irgend einen Werlh von r geben , nachdem 
«, p und q auf irgend eine der im Vorhergehenden entwickelten Arten 
gefunden worden sind. 

Wenn u £;rössf*r ist, nis dass die Annahme sin ft = u und cos n — \ 
zulässig wüi 0, so folgen dennoch durch Anwendung der eben eingeführten 
Reductionselemcnte einfache Formelo fUr die Reduclion der Beobach- 
tungen am Aeqaaloreal. Nehmen wir immer noch an, dass i und k klein 
seien, so bekommen wir aus : 55) und (36) zur Bestimmung von ff, X und A 
die folgenden einfachen Formeln : 
Ig (ff-hf ) a cos ^ Ig (r'«!- m) — n sin /» sec (T*-h m) \ 
sin A H sin ju sin (v'-h m) n cos ^ | (66) 

tg A«tg/« OOS {t^'m) -i-ri tgV cos (t*-!-«) sin (r'-l-m)) 

die in Bezug auf fi strenge sind, und wo iösbr S^^^ werden darf. 
Ans den (57) ergiebt sich ferner 

tg (t — 0) = sin X tg T-i-c -I- A) ■+■ >'f< t^oji ^ stit^ c-h A ) 

= d'-f. c -4- A — i ^fr'-h A'^ lg ^V'-h c A ) — »^f A sec ^t>"-i- r + A 
die (Ion (8] analog sind, uiul in deren /\v*'i(« i dns vorletzte Glied der 
r.oncclion entspricht, dio man nn den Ui i hiKlitiingen an Meridian- 
instruniünlcn wc^cti der KriimmuDg der Bahn der Sterne im Fekle des 
Feraruhrs anzubriogca pflegt. 



(67) 
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Die erste Gleichung (67) ist in Bezug auf ?. und ^ strenge, aber 
die zweite JberUcksichtigt von X keine höheren Potenzen wie das Quadrat. 
UDd es kann sich daher ereignen, dass sie Ttlr extreme Fälle, nämlich für 
die, wo bei einem grossen Werth von X der beobachtete Stera während 
der Beobachtung dem Pol des Aequatoreals sehr nahe war, nicht die ge- 
wünschte Genauigkeit giebt. Für diesen Fall lieht man aber ans den (57) 
die folgenden 

i cos d cos (r— d] s cos c + A) 
(('»8) . . I cos d sül (t— 17) SS sin X sin (cf -i- r -i- A) + rfc cos il 

( sin ^ = cos ). sin [()"-§- c -h A) — rilt sin A 

die A und r stets rait aller inöi^lichen Sicherheit gehen, weil (iei Fol »les 
Aequatoreals in denselben umgangen ist. Die Gleichungen (66) und (68 
sind die. worauf sich die am Ende des Art. 4. befindliche Bemerkung 
besiebt. 

26. 

Durch Beobachtung von zwei Sternen bei unverflndert gebissener 
Ablesung am Stundenkreise kann man vennittelst der Gleichungen (57) 
X, 6, C'-t-^ und k bestimmen. Da aber dabei die Bestimmung von k 
gemeiniglich nur unsicher ausAillt, so will ich diese Aufgabe nicht aus- 
führen, sondern k durch eine der Methoden der Artt. 9. und 10. als 
gegeben betrachten. Es .sind also A, 0 und t -i-A zu bestimmen. Die 
streng«^ Anl'lüsuug dieser Aiifgahe kann genau so (hirchgefiilirt werden, 
wie die des Art. 11., svesliaib ich mir die Kesuitale In'nsflinMhen werde. 
Man Im I ( I luiet zuerst entweder ^ und x oder ( und ^aus Ueu folgenden 
Gleichungen 

icos C <"0S X — cos k sin [d" — d") 
cosf sin jjf sc sin ^ c>os ib (1 — cos (d^ — d")) 
sin — sin'ft + cos 'ib cos (^— d*^ 

(70) . . I cos C cos^ s cos d sin ^ OOS (r—/)~ sind cos d 
!sinC » cos d cos «Icos (r — /) -i- sin d sin ^ 

wo /, d und d' für den eitum Mt in dasselbe bedeuten, was t, d und ä 
fttr den andern. Hierauf bekommt mau entweder 
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cos d cos J sin 'r — I) 
sio C sin () — sin d 



[Ii) 



oder 



oder auch entweder 

... (73) 



1& v\ sin (r-^ 

«ö V» — «io ^ CO* (r— 1} - Igd «OB iT 



oder 



(A) 



(B) 



y)=sinfctgi(<r— rf") (74) 

wo nsKit^if ist. Man erhalt auch nachdem blos x und durch die 
beiden ersten (69) und (70) gerechnet worden sind 

(75) 

Nachdem :i" berechnet worden ist, ergiebt sich A uud 6 aus folgenden 
COSA cos (t — 0] = cos k cos tt 
cos A sin (t— (7) s cos k sin d sin »"-I- sin k cos d 
sin A = cos Jk cos d sin sin k sin d 

ond e+A nus folgenden 

cos k cos (d"-!- c -»- ^ ) = cos d cos fr — $) 
cos /c sin (d "-+- r -I- = cos d sin A sio (t — 0) •+- sin d cos A 

oder A und c + A ^us folgenden 

cos A cos (d*-!- cH- A) = d cos fr* 
cos A sin (^«h c+ A) cos i9 sin k sin 3?'+ sin <l cos k 
sin A svcos d cos k sin sr*— sin d sin k 

und 0 aus folgenden 

cos 6 cos (t — 6) = cos cos (<>*-l- c -h A) 
cos () sin T — 0] = cos k sin A sin (d"-h c -h A ^ cos Ä 

Man kann auch, nachdem jt gefunden ist, A, 0 und c-i-A einmal 
ans folgenden rechnen 
sin (45*-|-iA) sin ilc-t-A-^^+fT— T)s«cos(45«+i9r*) sin i(<l— il() 
sin (45*-|-f A) cosf («+A+0+^^«^)=sin (45*-i-f ir*^ cos^(d-l-ft) 
cos(45*-|-iA) sin i(«-|-A— 0H-4r-l-r}«sin (4S*-i-i)vi sin i(d-l-it) 
cos(4S»-h4^A) cos-f (c-|-A*-<''4-^-HY)»cos(45*+43r'') cosi(a— ft) 
Man erkennt leicht, dass die vortheilhafleste Luge der beiden Sterne wie- 
der die ist, dass C nahe gleich Null wird, welches eine Entfernung der 
beiden beobuchteleo Punkte der iiiinmelskugel von nulie 90** verlangt. 



(C) 



(76) 



AUimhU. d. K. 8. Gm. d.WiwraMb. IV. 
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«7. 

Man erkeoDt schon aas der eben abgeleileten strengen Auflösung, dass 
man X und A besÜmmen kann, ohne den Stand der bei den Beobach- 
tungen angewandten Uhr zu kennen, dasselbe zeigt die genäherte Anf* 
lösnng anch. die ich jetzt vornehmen werde. Wenn X und folglich auch A 
so klein sind, dass man ihre Quadrate und Prodncte übergehen darf, so 
geben die auf zwei bekannte Sterne angewandten Gleichungen (60) 

T— ö— ü sec (J = A Ig 

( — e — k SGcd = X i^d 

woraus man sogleich 

*~ tfir-tgd 

erbltlt, und da hierin nur der Unterschied der beiden Stundenwinkel 
vorkommt, so wird X unabhängig vom Stande der Uhr gefunden. Dieser 
Ausdruck für A ist dem gleich, der fUr die Bestimmung derselben Grosse 

beim Passageuinsirumeot und dem Meridiankreise angewandt wird. Die 

(60) geben ferner 

I iztrz: 

aus welchen man das arilhmelischc ^litlcl nehmen kauii, nachdem c durch 
die Methoden der Artt. 9. und iO. gefunden worden ist. Wenn man nicht 
A selbst, sondern nur A+<^ kennen lernen will, so ist sogleich 

j AH-c = ty— d" 
(A+««*'— 

Kennt man den Uhrstand, so kann man aus denselben Beobachtongeo 
auch $ bestimmen, denn alsdann kann man aus den beobachteten Zeitei 
r und I berechnen, und die obigen Gleichungen geben 

j r — A sec A lg <r 

Hat man durch die Methode des Art. 1 9. 7 bestimmt, wozu die Kenntoiss 
von i erforderlich ist. die man immer mit der von c und k zugleich er- 
langen kann , so kann man auf die folgende Art $ berechnen, und durch 
dieselben Beobachtungen den Uhrstand bestimmen. Verbiadei man die 
Gleichungen (59) mit der ersten (36) und der (37) , so findet man 

(SO) Br'-h q — (A— f ) tg <f cos (r*-*- j)'-!- A *g 9 »in (t'h- g) 



(78*) 
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neimt man nan die beobachteten Uhrzeiten T und , die gradeu Auf- 
Bleigungen der beiden Sterne a nnd und die Correciion der Uhr AT*, 
80 ei^ebt sich aus (79) 

Ar««— T-h-rVfö+Atgd-i-ftsec«)!)) , 

= f.,-r,-»- 7/H-Atg(/ + *secd)! • • * ^ ^ 

Alle diese Auöili ücko sind dciu n, (lic beim Gehrauch des Pussagen- 
instnimenls aogewandl weiden, jiikiIoi^, nur braucht hier niclil die De- 
clinaiionsachse, welche die I}rehiiiii;>achse des Pas-sageninslruinents ver- 
tritt, horizontal zu sein, sondern kaou jede beliebige, Ubn|{eos mügliche. 
Neigung gegen den Horizont haben. 



§. IV. 

EinftahmBg von mehreren Ah.seli< ii>lii)K n , und Reduction der aa den<- 
selben angestellten Beobachtungen. 



28. 

Bis jetzt habe ich angenommen, dass das Aequatoreal nur Eine Ab- 
sebensiinie habe, deren Lage gegen die Decitnationsachse and den Nall- 
ponkt desDeclinalionsiireises durch die Redticlionselemente c und k be- 
stimmt wurde, allein es ist jedenfalls dienlich im Brennpunkt des Objectivs 
ein solches Fadennelz einziehen zu lassen, wie das in den Meridiankreisen 
befindliche, wodarch man mehrere Absehenstfnten erhttlt, die man alle 
bei d«»n DnrchgSingen der Sterne zur Erzielung einer grösseren Genauig- 
keit benutzen kann. Sei duhor iu dvi dui f h die Achse des Declinations- 
kreises und den Miticlpunkl des Objot livs iiohenden Ebene in der Brenn- 
weile (le.s U't/tcron VAu Faden, oder bess(>r eiu. vveniuu Sekunden von 
eiuarvder ul>slelieiules, l*aar paialleler FJidrr) eingezogen, um dazwischen 
die Sterne in Bezug auf die Declinntion einziislellen. nnd senkrecht darauf 
eine un^grade Anzahl Fildcn, die in passenden Intervallen von einander 
abstehen, um bei unverrücktem Stande des Stundenkreises die Durch- 
gangszeiten der Sterne zu beobachten; diese werde ich die Slunden- 
fdden , und die Mitte zwischen jenem Paar paralleler Faden den Decli- 
nationsfaden nennen. 

34 ♦ 
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Duicli die DurchschnillspunkJG der Sliindenftiden mit dem Dt'cli- 
natioüsfiulen werdeo eben so vi''!t Absehenslinien L'phüdel. und ich 
nehme im Folgenden an, dass man nur an diesen heobaciilet habe. Ich 
selze daher voraus, dass man während des Durchganges eines Sterns, 
bei welchem der Siundenkreis uoveranderl .stehen gebh'eben ist, dem 
Fernrohr die kleine Bewegung um die Declioationsachsc milgetheilt 
habe, die ntithig ist, um den Stern in so weit zwischen dem Paar 
paralleler Faden zu erhalten, dass man die Antritte an die Slundenftlden 
80 betrachten kann, als waren sie genau in den oben genannten Dorcb- 
scbnittspunkten erfolgt. Es versteht sich von selbst, dass man desto 
weniger Sorgfiilt hierauf zu verwenden braucht, je genauer der Per^ 
pendicuiarismus eines jeden Stundenfadens zum Declinationsfiideii ber- 
gestellt worden ist. 

Stellt man an jedem Stnndenfiiden, oder an mehreren derselben, 
den Stern genau zwischen die Declinationsfilden ein, und hat man in der 
Zwischenzeit hinreichende Zeit zum Ablesen des Declinationskreises, so 
kann maa auch waiirend huies Durchganges eines Sterns nu Iitlm o Decli- 
nalionsbeobachlungen erhalten. Man könnte diese BestimiminL:! n lia- 
durch erleichtern und vervielfältigen, dass» man den n< dinalionstaden 
beweglich einrichtete, und rnit einer Micrometerschraube versähe, worauf 
man die Durchlange der Sterne bei auch unverändert gelassenem Decli- 
nalionskreise beobachten konnte. Ich werde aber hierauf im Folgendeo 
keine Rucksicht oehmen, da die htefiU* nöthige Abänderung der Formeln 
leicht zu finden ist, und bemerke nur, dn<;s wenn bei dieser Einrichtung 
nicht alle StundenAidea genau senkrecht auf dem Declioaüonsiaden stebeo, 
die Reductionen mehr zusammengesetzt werden. 

Die durch den mittleren Stundenfaden bestimmte Absehenslinie soll 
die sein, worauf sich dieReductionselemente e und k b^ehen, und wenn 
der Declinationsfaden in der oben bezeichneten Ebene li^, so ist klar, 
dass e sich auch auf alle Übrigen Absehenstinten bezieht. Lage derselbe 
nicht genau in der genannten Ebene, sondern machte mit derselben den, 
in Theilen des Kreisradius auszudrttckenden, kleinen Winkel i', so wSre 
fUr die Seitenfteden nicht sondern e-i-tY das eme bestimmende Ele- 
ment, wenn f den in Theilen des grttssten Kreises auf der KugelobefflMche 
auszadrockenden Abstand des Seitenfadens vom Mittelfaden bezeichnet. 
Das andere Clement, welches zur Bestimmung der durch einen Seilen- 
födeu geilenden Absehcnsliuie erfordert wird, ist f-hk. 
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Für die an der einen Seite des Miltelfadens liegenden Seilenl^den 
ist f positiv, und für die an der andera Seite liegenden negativ. Uro 
ttber das Zeichen von f zo nnterscheiden richte man das Fernrohr des 
beilttuflg normal aafgeslellt gedachten Aeqtiatoreals so, dass sowohl 
Standen- wie DeclinaUonskreis nahe Null angeben müssen, dann ist f 
positiv für die Faden, die in der Wirklichkeit Ostlich, und negativ 
Air die, welche westlich vom Mittelfaden liegen; dieses folgt leicht 
aus der von k im Art. 4. gegebenen Definition« und es folgt femer 
daraus, dass jeder Faden sdn auf diese Art bestimmtes Zeichen, Pins 
oder Minns, unter allen Umstanden beibehält. Es wird nach dieser An- 
ordnung stets jeder Stern die negalixon Kaden zuerst henihrcn. wenn 
(^"-f-c-|-/\ zwischen :±00" liei^t, uud jeder Slern wird im (jciienlliei! 
die positiven Faden zuerst berühren, wenn d'-l-c-i-A diese Greoaen 
ubersteigt. 



29. 

Die Aufgabe, die auf die eben beschriebene Art angestellten Be- 
obachtangen zn redaciren, ist im Vorhergehenden vollstitodig gelöst, 
in so fem man jeden beobachteten Antritt an einen Stundenfaden und 
jede Einstellung und Ablesung der Declination als einzelne Beobachtung 
bebachtet, und es ist nichts weiter an den Formeln zu andern, als 
allenthalben c4-fY statt c, und f-^-h statt k darin zu substiluiren. Man 
muss, nachdem die Reductionen einzeln zu Ende geführt worden sind, 
aus allen erhaltenen Werthen von r und 9 das arithmetische Mittel 
nehmen, welches alsdann fUr das arithmetische Mittel aus den Beobucb- 
tuogszcilen gilt. 

Allein dieses Verfahren In.sst sich vereinfachen und dahin fuhren, 
dass man alle beubachteten Antrille an die Siundenftiden , und alle ein- 
g st Ilten uüd abiielesenen Declinationen so zu Einem Resultat ver- 
einigen kann, wie es bei den beobachteten Durchs:{ing(>n nm Passiigen- 
instrument und am Meridiankreise gebräuchlich ist, und zwar kann dieses 
auf mehrere Arten geschehen. Wenn A sehr klein ist, so sind diese Re- 
ductionen von wenigem Belange, aber wenn dieses nicht der Fall ist, 
ein Umstand, welcher in dieser Abhandlung immer mit betrachtet wor- 
diMü ist» so können sie wesentlich werden. 
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30. 

Es ist Ton selbst einleaclitend , dass man sich in jedem Falte eine 
gewisbc, durch den Declinationsfaden gehende, AbschcDslinie denken 
kann, in welcher der durch (his I'ehl des Fernrohrs gehende Stern in 
dem Zcilmoujent gesehen wird, welches» dem ari(hmeli>chen Millel aus 
allen beobachloten Antritten gleichviel ob an aMcn vorhandenen Stunden- 
föden beobachte! worden iät oder nicht) gleich ist, wenn man flaher im 
Voraus die Lage dieser Absclionslinie sucht, und darauf durch Hülfe der 
dieselbe besUmmendcn Kiemente, die ich mit K und c-t'i'{K — k) be- 
zeichnen werde, nebst den idirigen, unveründert zu lassenden, Re- 
ductionsciemcnten von den Ablesungen an den Kreisen des Aequatoreats 
zu T und d ubergeht, so sind es schon diese, die dem ariihmetischen Mittel 
aus den beobachteten Zeiten angehören. Von dieser Aufgabe werde ich 
zwei Auflösungen entwickeln. 

. Wenn man t ttberbanpi den Slundenwinkel bedeuten lasst, welcher 
liegend einem der beobachteten Antritte an die Stundenfikden angehört, 
so findet zufolge des Yorhergeheuden fUr jeden Fadenantriu überhaupt 

die fuigeude Gleichung statt, 

(84*) . sin {f+kj = — sind sin /. cos cos Ä sin (t — ö) . 

die durch Mulliplicationen mit cosA und sin A und Subtraclion aus den 
beiden letzten (57) hervorgeht. Wendet man diese auf nFttdenanlritte an. 
und nimmt aus denselben das arithmetische Mittel, so bekommt man, 
nachdein ftir sin {f+k} der Bogen gesetzt worden ist, welches hier fiir 
alleWerlbe, die f in unsem Femröhren annehmen kann, erlaubt ist, 

k + ^iy= — s'm^ sin A -h cos cos A ^ sin (t— ö) 

Bezeichnet man das arithmetische üliltel aus allen beobachteten Stunden' 
winkeln mit ^, und den Unterschied eines jeden derselben von diesem 
Mittel mit A, so dass tlberhaupt 

wird, so bekommt man, weil ShssQ ist, 

-i- 2' sin (t— 6) = sin {9—0) 2" cos h cos (©— ö) 1 (A — sin h] 
und die vorstehende Gleichung geht Uber in 

*+-i^'2f+cos*cosA|8in(Ö— ö;^-S'8in*iÄ— cos(e— 1 2 'A— sinA)} 

K — sin d sin A -I- cos d cos A sin (ö— ö) 
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Zufolge der Definition \oii A ist aber die rechte Seile dieser Gleicbaog 
gleich sin K oder bez. gleich A , folglich ist 

ft-i-^ Jf+costlcos AjsiQ {e^$)^^^m*ih - cos (e— 0){ ^(A— sin h) | (82) 

Die Grossen m*ih nnd A — sin h kann man ein Air alle Mal in Tafeln 
bringen, die h oder -^h zum Argument haben, und solche Tafeln be- 
finden sich schon von Bessel berechnet im 6. Bande der Aslr. Naclir. 
Wenn daher <tund ß gegeben sind, so kann man durch den Ausdruck ('82) 
leicht K berechnen, und damit die ferneren Rediictionen statt mit k aus- 
führen. Wenn ein bekannter Stern beohaehtel worden ist, so ist A un- 
mittelbar gegeben, und ß ISsst sich leicht lierechnen. Sei die grade 
Anfsteigung dieses Sterns a, die Correction der nach Sternzeit gehenden 
Uhr AT, und die beobachteten Zeitmomente derFAdenantriUe 7, T^t etc., 
dann sind die dazu gehörigen Stundenwinkel 

T,— I6(T,H-AT— ce) 

etc. 

und hieraus folgt 

worauf man 

etc. 

bekommt. Wenn es ein unbekannter Stern ist, welchen man beobachtet 
hat, dann kann man zwar t) durch die vorhergehenden Formeln immer 
nodi mit einer hinreichenden Genauigkeit erhalten, aber die hinreichend 
genaue Bestimmung von B verursacht, namentlich in den Fallen, wo der 
beobachtete Stern dem un Art. S3. erklärten Maximum der Declination 
nahe liegt» oft Schwierigkeiten, weil sie wesentlich mit von K abhüngt. 
Diese Methode K za finden Iflsst daher in der Anwendung manches zn 
wünschen übrig. Es giebt indess einen ausgedehnten Fall, in welchem 
man sie bequem anwenden kann, und dieser ist derjenige, wo l so 
■ * klein ist, dass man für die Bestimmnng von K mit der ersten Potenz da- 
von ausreicht* Die Gleichungen ()0 geben in diea^ Falle 

und hiemit gebt Uber in 
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(83) . . J= ^ ■ , . = 

in welcher häufig der Nenaer gleich Eins gesetzt werden ifano. Zufolge 
desArU24isi Asi-f.^ sin (t -i-m) 

io welchem Attsdruck man ftar den jetzigen Zweck t immer wird aber- 
geben können. 

31. 

Die zweite AiifUisiing der in Kiulc stehenden Aufgabe, die ich j>tzt 
entwickeln wonio. ist von den Stiindenwinkoln selbst unabhängig und 
verlaiiLrt ntir deren Unter sciiicde, die durch die Beobachtungeo derFadea- 
antritte unmittelbar gegeben sind. 

Wenden wir die Gleichung (81*) auf die beiden durch K und f-i-k 
bestimmten Absehenslinien an, und schreil)en zur Abkürzung i» ond Jl 
bez. fikrr^ß und B—$, so entstehen 

sin £ B cos A cos ^ sin J2— sin A sind 
sin [f't'k)^ cos A cos d sin «n — sin A sin d 
Diese geben durch Addition und Subtractton, und wenn man fltr sin IT 
und sin (f-t'k) die Bogen setzt, welches hier erlaubt ist, 
. . I /"-hA-i-Är+asinAsin^BÄcosAcos^sin^ ;wH-J2)cosi(co— J2) 
^ ' i f+k—K =s 2 COSA cos <^ cos ^ [w-hJl sin ^ (to— J2) 

Wenn aian iiicraus r>i+-^ eliniinirt, ao erhalt man zur Bestimmung von IT 
die folgende quodnuische Gleichung. 

4- 4 j cos(d+A]co5(d— A)— sin d sin Ajsin»i(w— i2j-i-4oo«*dco«*A«iü*i{«-flj=0 

deren Auflösung 

(/"-HÄ-i-sin d sin X) sin'i ((o—J2) 
± sin («— J2) y cos (dH-A) cos A) —2 (/h-J^) sin dsin A » if'^kf 
giebt. Nennen wir nun die in Bogeniheile verwandeilen Zeitmomente 
der II verschiedenen, beobachteten Fttdenantritte », n., etc., so ist 

Jlss— (to^ (o, -hetc.) 

und es wird 

Ä,Ä (d| — J2 

etc. 
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wo Ä, Äj, etc (lip^( Ibe Bedeutung haben wie im vor. Art. Mit Ueber- 
gehuDg der Summen 

sio'iA, ^^f'sioA. etc. 
die nie merklich werden können, giebt nun die obige Gleicbnng für IT, 

Ä = i-»- -^/•— sin d sin ' J-sin'iÄ 

+ V COS (<r-f- A) cos W-A) 4 - sin h) + - • ^ S( sin A (SC) 

und es ist leicht zu erkennen, dass in diesem Ausdraek die oberen 

Zeichen angewandt werden müssen, wenn «^'-l-c-i-^ zwischen +90* 
liegt, die unleren Zeichen hingegen, wenn d"-|-c-|-A diese Grenzen 
übersteigt. 

Die Grösse f sin h kann für jedes gegebene Aequatoreal ein für alle 
Mal , und für so lange als nichts an den Stundenftiden genndert wird, 
in Tafeln mit dem Argument h oder h gebracht werden. Diese Art 
K zu finden setzt, wie man sieht, nur d als bekannt voraus, und diese 
Grösse kann man immer leicht mit hinreichender Genauigkeit im Voraus 
berechnen , wenn es sich nicht etwa um einen bekannten Stern handelt« 
in welchem Falle d anmittelbar gegeben ist. 

32. 

Im Vorhergehenden ist bios gezeigt worden, wie man K findet, 
nnd es ist daher noch übrig anzugeben , wie man die in den verschie- 
denen Absehenslinien eingestellten and abgelesenen Declinalionen auf 
die Ablesung hinfUhrt, die in der durch K bestimmten .Abaehenslinie 
statt findet. Wenn X klein ist and der Stern dem Maximum der Decli* 
naticm nicht nahe ist, dann kann diese Reduction zwar durch die oben 
entwickelten Ausdracke ansgefhhrt werden, aber wenn A nicht klein ist, 
und der Stern dem Maximum der Declinatif»n nahe ist, so kann es tich 
ereignen, dass die sonst dazu anwendbaren zweiten Ausdrucke (8) oder 
(67) nicht ausreichen. 

Die auf beide Absehenslinien angewandte dritte Gleichung (57) 
giebt, wenn man die zu der durch K bestimmten Absehenslinie gehörige 
Ablesung am üccllnalionskreise mit D' bezeichnet, 

sin cos Ä cos / SHi c ■+■ i K — k) -^^) — sin A'' sin A 
sin d BS cos (/+/t) cos k sin (d"-|- c + 1/+ A) — ßi^ [f+k] sin X 



Digitized by Google 



488 



P. A. Haiisbh, 



und hieraus bckomiDt man zuerst, weon mao nur auf die Quadrale voa 

K uud Rücksicht nimmt, 

sin (ir^ c -I- 1' (Ä — ik) -h A ) — sin ((T + c -h rf+) = A 

|gA-.irj(/-+fc)*-iC')siD{d-+cH-»7-|-A) 
wo wie oben ^oWt^ " werden darf. Aus dieser Gleichung be- 
kommt man auf bekannte Art, wenn man fortwährend von den eben ge- 
nannten GrOssf»n die Polcnzen. welche die zweite übersteigen, weglässl, 
(87) I> = d'-f. i [f-^k—K] — (f-hk—K) tg }. sec [A"-^ c i'f-h A) 

-h i r f^k—K)* tg'A ger'M^-f- c -h t / -h A) lg;<* -*-c 
— ir } (/--h/t)«— A'»j tg >) -H c -h i/-^ A) 
wodurch die Rcduction der Ablesungen am Dcclinalionskreise immer 
sicher ausgeführt werden kann, in den Füllen, in welchen man einen 
hinreichend genäherten Werth von If im Voraus liennt, kann diese 
Gleichung auch wie folgt geschrieben werden, 
(88) irs^H-t^r-l-ft— ir)-(/4-ik-Jr) tgXsec|i(ir^-a^+c+A| 

-*ri(r+*y-jr»jig|i(jr+o+c+A! 

Es hisst sich fhr diese Reduction noch ein anderer, von den 

Zwischenzeilen der Beobachtungen abhängiger, Ausdruck ableiten. 
Durch MuUiplicalioncn mit sin A und cosA, und durch Additionen und 
Subtraclionen erhalt man aus den, auf beide im Vorhergebendea be- 
trachteten Absehenslinicii anuowandten , Gleichungen (57) 
cos K cos D -h r -f- 1 [K—k) H- A) = cos flf cos J2 
cos A' sin {Ü'+ c i' (Ä— üt) A) = ^^^^ sin A siu J2 sin d cos X 
sin A vKCQsä cosA sini^ — sin d sin A 

cos (/"-!- Ac) cos(d''+c-i-t/-i-A) sBOOsdcosw 
cos(/*+^) sin (d^'-hc + tY+A) «oosdsiaA sin w + sin cos A 
cos(/'-i-fc) ascOB^cosA sin C0 — sind sin A 

Durch Mutliplicationen und Additionen dieser Gleichungen unter ein- 
ander ei^ebt sich leicht 
OOS K cos {k+f) cos (D'^ «r— f (/'-hfc— £)) -h sin K sin {f-t-k) = 

cos'^ cos («»— J2) -h sin^ 
woraus durch Einfuhrung der Sinusse der halben Winkel 

cos K cos if-^ k] sin '1 (D"- (J^— »' /-h * — K)) = sin'i (« — ^) cos »d — sin 'i (/•+ i -I; 

folgt. Aus dieser zieht man leicht 
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in welcher to und Jl dieselbe Bedeutung haf)eii wir im Art. 3t. Voraus- 
gesetzt dass X>i[f+k-t'K] ist, folgen durch Vergtcichung mit (87) und 
(88) für die Anweodaog der doppelten Zeichen folgende Regeln. 

1) Wenn ^'''4-c-l-A<90* ist, 
so mass das obere Zeichen aogewaodt werden, wenn X und f'^h^K 
gleiche, und das unlere, wenn diese beiden Grossen ungleiche 
Zeichen haben. Wenn + c + A > 90 » ist, 
so muss das obere Zeichen angewandt werden, wenn A und f^k^K 
ungleiche, und das untere, wenn diese beiden Grössen gleiche 
Zeichen haben. 

Dieser Ausdruck (89), welcher wenn X gross ist. fllr Sterne, deren 
Declinatlon dem im Art. 23. eridHrten Maximum derselben nahe ist, sehr 
leicht und sicher angewandt werden kann, verliert jedoch seine An- 
wendbarkeit, wenn X klein ist, oder der Stern von diesem Maximum 
weit entfernt ist. 

83. 

Das im Vorhergi hcnden entwickeile Verfahren zur Reduclion der 
verschiedenen, bei einem und demselben Durchgange eines Sterns er- 
haltenen Zeitmomente und Ablesungen am Declinationskreise ist, wenn 
ein unbekannter Stern beobachtet worden ist, strenge genommen in- 
direct, da es wenigstens die Declination d verlangt, die erst nach den 
übrigen Reductionen erhalten wird. Wenn gleich in fost allen Fallen ein 
hinreichend genäherter Werth von d ohne grosse Muhe erlangt werden 
kann, so ist es doch wttnschenswerth eine directe Methode zu besitzen, 
und ich werde daher hier eine solche entwickeln, die leicht aus den 
schon abgeleiteten Gleichungen erlangt werden kann. Diese Methode 
fuhrt auf folgende Vorschriften zur Reduction der Beobachtungen. Ver- 
mittelst der Ablesung am Stnodenkreise t* und der an iiigend einer der 
Abseheoslinien ein£?cstellten und abgelesenen Declination. die ich 
nennen will, füliit muii die Reduction durch irgend ein System der dazu 
passenden, im \ orliergchenden entwickelten, und auf nur Eine Ab- 
sf licnslinie sich beziehenden Gleichimcron vollsuindig aus, so dass man 
cmen Werth von r und d erhalt. Au.ss* j deu übrigen Heductionijelementen 
müssen natürlich hiebci die Reductionselemente angewandt werden, die 
sich auf dieselbe Absehenslinie beziehen, die man stets kennt, und die 
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ich mit i^o ttod c + 1" {k^ — k) bezeidiiieii will. Bs ist klar dass einem 
der vorhandenen Werthe von f-^k gleich ist. Es ist ferner einleuchtend, 
dass diese Werthe von t und t> der au derselben Absehenslinie be- 
obachteten Durchgangszeit öj^ angehören. Ncichdem diese Reduclion aus- 
geführt isl, reducirt man alle Übrigen beobachteten Durchgangszeiten 
auf das Zeitmomenl und nimmt aus allen so erhaltenen Zeiten das 
arithmelische Mittel, und dasselbe fuhrt man in Bezug auf die übrigen 
eingestellten und abefloscnen Declinalioaen aus. Die Vorschriften iUr 
den letzten Theil dieses Verfahrens müssen noch entwickelt werden. 

Da man zufolge der vorstehenden Erkltfrangen, wenn man dahin 
kommt, dass die Reducüon der Durchgangszeiten vocigenommen werden 
mnss, schon die znm ZdUnoment «u^ gebOrigen Werthe von r und d kennt« 
80 kann man aus der zweiten Gleichung (84) schon eine Reductionsronnel 
für die obigen Darcbgangszeiten ableiten. Schreibt man in dieser statt X, 
»0 statt i2, und Iflsst ttbeihaopt « irgend eine der beobachteten Dorch- 
gangszeilen bedeuten, so bekommt man sogleich 

(90) . . «D ^ (» - «,,) = , t^^a 

welche in den Fftllen apwendbar ist, in welchen man im Nenner den 
beobachteten Werth von ««u^ substitoiren darf. In den Fallen aber, 
in welchen diese Reducüon die grOssten Werthe erhalt, das ist in den 
Fallen« wo die Declination des beobachteten Sterns dem Maximum der- 
selben nahe ist, kann djiese Anwendung des beobachteten Unterschiedes 
der Dorchgangszeiten misslich werden, weil er nicht mit grosser Ge- 
nauigkeit zu erlangen ist, und zugleich r— 9 in der N&he von 90* oder 
270* liegt. Der obige Ausdruck bietet daher nur eine beschränkte An- 
wendung dar. 

34. 

Um andere Ausdrücke für die in Rede stehende Keduction zu erhaltm 
nehme ich die Gleichung (85) vor, und ordne sie in Bezug auf «»— «o^- 
Sie stellt sich dadnrch wie folgt: 
4 GoaVcosU 8in^4-(tt— M^) 

C08(*-I-A) cos(d— A) — {/4-jfe+*o)sin<r sm A — (fH-Ä)Ab| sin»i(co— o)«) + (/"-l-fc- V 

welche, wenn man A und kg gleich Null macht, dieselbe ist, die ich 
schon im 6. Bande der Aslr. Nachr. fur die ileducuon der an ver- 
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schiedenen Fttden beobacbteten Aotrille der Sterne bei den Breiten- 
beslimninngen darcfas Fassageniastniinent entwickelt habe. Setzt man 
Air Abkürzung a a cos ^ cos A 

cos («r+A) OOS ((T— A) s 0^—6* 

so wird diese Gleichung 

0=ia'sinVj ro— — 4|4— '^H-Äo)fe— ^/cojsin'i(ft)— w^)-l-(5f— Äj)« (92) 
und mau zieht zuerst die folgeode daraus, 

sini(«>-cfc,)=H- '^^^7*"^ , , . . (93) 

■ \ -0/ — sy^_r o+k,i b-r'g k^-a' siu'i {u»-(üj * ' 

WO auch im Nenner der beobachtete Werth von co — w,, angewandt wer- 
den darf, und mit weil mehr Sicherheit geschehen kann wie in (90), weil 
hier nur das Quadrat davon vor kuaunt, wahi end dort in den kritischen 
Fallen die erste Potenz davon zur Gellung kommt. Durch die strenge 
Auflösung der Gleichung (9i} bekommt man die folgenden Formein, 

sini(«»-«v,)= + -7=^^^^^^- . . (94) 

~2 y \A-rig+k,) fc-r'j/Ä-„ (cos { / 

WO der Hülfswinkel x aus dem folgenden Ausdruck berechnet werden 

Ich fUhre noch an, dass in allen diesen Ausdrucken wie oben rs= 
ist. 

35. 

Man wird seilen oder nie in die Veranlassung kommen von den 
eben eolwickcUcn strengen Ausdrdcken Gebrauch machen zu müssen, 
sondern fast immer mit den ersten Gliedern einer Reihenlwickelung aus- 
reichen, ich werde daher diese suchen. Man kommt auf eine einfache 
und regelmässige Form der Coeflicienlen der unendlichen Reihe, wenn 
man nicht sin^(c» — »,) sondern sin(tf— cog) entwickelt, setzt man zu 
diesem Zweck 4 jjn«^ (« - = y^^^ 
so wird die quadratische Gleichung 

Setzt man ferner gin* (m^n^)ss^ 
so bekommt man «* — » _ u ^ g"**!* 
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Hnd es ist z in eine nach den aufsteigenden Potenzen und Producten 
VOD g and fortscbreileDde Reibe zu enlwickelo. Differeotürt man die 
vorslebendenGleicbongen mebnnals, und seist nacb denDifl^nliationeD 
^sO und ü^sbO, so bekomml man leicbi die folgenden Gleicbuageo, 

dg 



etc. 

etc. 
etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

und hieraus durch eine leichte Ehmmauon 
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Ich habe hier mehr Glieder wie iiolhig werden enlwickclt um ihre 
elDfache Form zu zeigen ; man wird fusl immer mit dem ersten oder den 
beiden ersten Gliedern ausreicheD, und kann in den metsteu Fallen für 
sin {m — cDg) den Bogen setzen, in welchem Falle der allgemeiae Factor 
r der rechten Seite weggelassen werden moss. 

In den Fallen wo X sehr klein ist« kann man den obigen Aosdruck 
noch auf eine andere Art abkürzen. Erwägt man dass 

A SB cos ((f+A) cos (d-^A) 8 cosM— sin^ 
ist, and bebttlt nur die Glieder niedrigster Ordnung bei, so wird 

sin(«,-„J = ±r^(l + J^ + !5l!i^r(j+i.)! . . (97) 

Durch die Aosdrucke (93), (94), (96) oder (97) kann man alle beobach- 
teten Fttdenaniritle so auf den zur Zeit 0^ gehirigen, für wefehen man 
schon T und ä aus r und { durch Httlfe von und der ttbrigen Re- 
ductionselemente berechnet hat, reduciren wie man am Passageninstru- 
ment oder am Meridiankreise die Anlrittszeiten an die Seiteofäden durch 
den Ausdruck fsec ^ auf den Mittelfoden zu reduciren pflegt.^ Man 
findet in der That ans allen eben entwickelten Ausdrücken, wenn man 
AvbO macht, 

sin («— «^) ae + r (j — &,) sec d 



*] Uio zu zeigen, wie kleine Wertbe von k schon bei Beobachtungen am Pas« 
•afaniiMtninitnC od«r am MAridimltreise «uf Itediaetiofi der DvrcbgSnge det 
PobrI« nt den MitteUSideii merkliche Wirkimg inasera, will lob amidiaien, deit 
die Botfemong zweier Seilenfäden vom MÜtettMleD ± 40', nnd die kleiiule Botfer- 

nuog der senkrechten Absehenslinie vom Pol des Aequators S* beträgt. Dieses sind 
Grössen die in der Praxis ofl vorkommen. Setzt man nun k^ = 0 , j = :tto', ?. = 30", 
dssSS" it', so giebl die Gieichuiif,' (97j Tür die Zpitintervallo, die ein Stern, dessen 
DecUnation sehr nahe die des Polaris iäl, gebraucht um von diesen Seilenffiden au dtu 
lUtleliiiden oder mngekdirt su geliiigea, 

16" 6', 6 und SS" 6% 6 
also sdion einen Dnleraefaied von einer gansen Zeilaeconde, wihrend dieie tatervalle 
einander gteiofa sind wenn A^O tu. 
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36. 

Es ist noch übrig zo zeigen, wie onicr den gegenwärtigen Ao- 
oafameD die an andern AbsebenslioieD, wie die wozu gehört, ein- 
gestellten und abgelesenen Declinationen redueirt werden mttssen. Bs 
ist leicht zu Gnden, dass die obigen zu ähnlichem Zwecke entwickelten 
Aosdrttcke (87), (88) oder (89) nach einer kleinen Abänderung auch 
hiezu dienen. Bezeichnet man vorzugsweise die schon als berechnet 
angenommene, ans r und d{ hervorgegangene Declination mit ä^, und 
irgend eine der aus den Einstellungen an den übrigen Absehenslinien 
sich ergebenden Declinationen allgemein mit bezeichnet man femer 
die dazu geiiörige, auf die Absehenslinie für welche gilt, reducirte 
Ablesung mit IT, so darf man in jedem Falle die Gleichung 

als strenge gellend annehmen , und hieiuit folgt leicht aus (87) 

(98) dm^ä^-t-dt—^^-hiis—k^^ig-^k,) igAsec(ir'-hc-l- A) - ^r{f^k/)tg{^+e+A 

ig •Asec»(ir-Kr-i-A)lg(^+c+A) 

aus (88) 

(99) W,+<ir-dJ-i.r(5-y-(y-Ai,) fg; sec |+(<j;-i-d-) + c-i-Al 

vnd aus (89) 

(100) <r-<^o-^^-«Jo+»"^/-*o)+2}/ j • siü i >-w„)cos(J„+ i(jf-k^) j { I sini(M-«j,)cos Vii?-^. 

Für jede Beobachtung bekommt man auf diese Art einen Werth von 
und aus allen diesen nebst &^ muss man das arithmetische Mittel nehmen. 

Wenn am Mittelladen die Durchgangszeit sowohl wie die Declination 
beobachtet worden ist, so ist es vortheilkafl (Ur diesen Faden gelten 
zu lassen, und also h^^k zii setzen. Aber wenn k klein ist, so darf man 
sich erlauben A^ssO zu setzen, wodurch die Rechnung vereinfacht wird, 
indem nicht nur in den Reductionsformeln Ihr die Fadenantritle und die 
Declinationen mehrere Glieder wegfhilen. sondern auch hei der Re- 
duclion von r und 4( auf t und &^ in den betreffenden Ausdrucken kssO 
gesetzt werden muss. wodurch diese sich auch vereinfachen. Bs 
kouinit (licsc.-> Verfahren nämlich Jiuf dahin hinaus , alle Beobachtungen 
auf die auf der Declinatiousachse senkrecht siebende AbseheDslinie 
zu reduciren. 
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• s.v. 

Von der Wirkiiii|^ der Bwgang^ der Strahlenbrechung und der 

Excenlricillt des Pernrohri 

37. 

Ich konome jetzt aaf ein RedacliooselemeDt, welches ich im Vor- 
hergehenden ganzlich unberttcksicbligt gelassen habe, aaf die Biegung. 
Ich betrachte blos die Biegung des Fernrohrs, in welcher aber eme 
etwanige Biegung der beiden Kreise oder ihrer Albidaden inbegriffen 

sein kann , da diese in demselben 9inne wirkt wie jene. Die Biegungen 
von Achsen u. s. vv. des Acqiiatoreals lasse ich imbcriicksic htij^t , da 
diese durch zweckmässige Anordnung dor einzelnen Theile und ihrer Ge- 
geniiPNvichle immer aufgehoben werden können. Auch das Fernrohr und 
seine Vcrbuulung mit der Dech'nationsachse kann so eingericiilet wer- 
den, dass laterale Biegungen nicht vorhanden sein können, und nur die in 
derRicIituog des Verticals, in welchem sich das Fernrohr grade betindei, 
wirkende Übrig bleibt. Auch in Bezug auf diese kommt es nicht auf die 
absolute Biegung der beiden Rohrenden an. sondern nur auf den Unter- 
schied derselben, welcher, wenn er nicht Null ist, doch stets klein sein 
wird. Die Wirkung der Biegung geschieht also in demselben oder im 
entgegengesetzten Sfinne wie die der Strahlenbrechung, und hierin liegt 
ein bisher, wie es scheint, übersehenes Mittel zur einfachen und leichten 
Berücksichtigung derselben, da die Strahlenbrechung doch jedenfiills bei 
der Reduction der Beobachtungen berechnet werden muss. 

Die im Vorhergehenden entwickelten, einfachen Formeln fUr die 
Reduction der mit einem Aequatoreal angestellten Beobachtungen, and 
die zur Bercclinung der Redactionselemenle, würden durch unmittelbare 
HinzufUgung der die Wirkung der Biegung ausdruckenden Glieder ihre 
Einfachheit verlieren, und ilire Anwendung würde niiilisuni werden, man 
vermeidel aber diese Weilläufligkcilen . weim mau in Folge der obigen 
Bemerkung die Biegung des Fernrohrs mit entgegengeselzlem Zeichen 
der Strahlenbrechung hin7!uf(}gl, und rilrkwUHs auf die Orrter der Slorne 
tiberträgt. Für die Strahlenbreriumg nehme ich die oft angewandle Form 
^ tgz an, wo z dieZenitbdistaoz bedeutet, und g in derThat eine Function 
von z ist, sich aber nur wenn t gross ist. merklich ändert. Die Biegung 
ist dem Sinns derZenithdistanz proportional, und soll daher durch ßaat 

AUwil. i. R. 8. «tM. iMttmnA. IV. 35 
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ausgedrückt werden. I>er Coeffidenl ß kann flir Ein Aequatoreal positiv 
und fili- ( in anderes negativ sein, je nachdem das eine oder das ant/lre 
finde des Fernrohrs dasjenige ist, weUsbes sich am Meisten biegt. Das 
eben angenommene Geseti der Biegung wird stets ohne merklichen 
Fehler vom Zenith bis zu einer gewissen Grosse der Zenitlidislanz 
statt finden, sollte es aber Air grössere Zenithdistanzen nicht mehr aus- 
reichen, so ist kein Rindemiss vorbanden, um /9 gleichwie ff als eine 
Function von s betrachten zu kflnnen; diese Function muss in diesem 
Falle durch Anwendung der bekannlen Interpolattonsmethoden auf die 
Beobachtungen bestimmt werden. 

Ik'zciclincn wir nun (iberhaupt die Veränderung einer Grösse durch 
ein tlerselbeu vorgoselzles A. dann ist, wenn man von den walireii zu 
den scbeiabarcn Ocrlern übergeht, 

^2 = — Q lg z — sin 2 

Nennt man aber die in Zeit ausgedrückte grade Aufsteigung eines Siems 
a, seine Dechnatton wio oben d, und den Winkel am Stern zwischen 
dem Veriical- und dem Üeclinalionskreise so ist 

\h^a,co»d^—^% sin « 
ss^^iscose 

und ausserdem 

sin s sin «mstn ^ 

sin.s oos#BCoai|f cos(dF-h0 

cos 2 » OOS sin (^+0 
wo die Httlfswinkel ^ uud C aus folgenden Auadrocken berechnet werden 
müssen, / cos ^ cos sm 9> 

(<01) ' j cos sin f = cos ( ost 

' sin 17 as cos 7 sin r 
(f die Poihfihe des Beobachtungsorls, und r wie oben der Slundenwinkel, 
oder wenn mau luit T die Sternzeil der Beobachtung bezeichnet, 

(102) T = lö(r— «) 

'\si, Bieraus ergiebl sich leicht 

i et A ■ A sin 1} ' 

(103) . . r^^"~<'a5Tj+c)~i«ir>+^öSjy 

= (> colg (<) H- ^) ß cos 1] cos («)-•-?) 
Den Coefticientcn (> geben mehi-ere i>traliit'ni)rechungj>tafeln unmittelbar, 
und ilie HulfsaiHiei 17 und C l<aiin man fUr jede gegebene PolhOhe in ein- 
fache Tafeln bringen d;o r oder r zum Argument haben. 
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Man darf annehmen, dass für ein gegebenes Aequatoreai ji, so lange 
man nichts am Fernrohr fJndert, sich auch nicht ändert, und kann daher 
die Bestimmung dieser Grösse mit der ersten Bestimmung oder den ersten 
Bestimmungen der Reductionselementc m und tj, oder X , 6 und A 
zugleich ausfuhren. Hat man diese durch irgend eine der in dieser Ab- 
handlung entwickelten Methoden Teimittelsi derBeobacbluog bekanaler 
Fixsterne beilimmt, so wird man verm^Ige der Ausdrucke (101), (109), 
(103) dieselben in Function von erhalten haben, indem die in diesen 
Methoden vorkommenden Grossen d, I, d vermöge dieser AnsdrOcke 
2U Functionen von ß gemacht worden sind. Sind nun für diese Bestim- 
mungen eine mehr wie hinreichende und nöthige Anzahl von Sternen in 
maglichst verschiedenen Zeniihdislanzen gewählt worden, so kann man 
daraus den Werth oder die Werlhe von ß berechnen. Am einfachsten 
wird diese Bestimmung, wenn man du dazu ilirnlichen Sterne in der 
Nahe des Meridiacis beobachtet, indom die Bcslirnnuing von ß sich als- 
dann last nur auf (lieVergleidiung der durch das Aequatoreai erballenen 
Declinalionsunterschicde mit den wahren redocirt. 

Ich mache noch darauf aufmerksam, dass alle in dieser Abbaadiung 
entwickelten Bestimmungen der Reduclionselemenle ^, m, 17, t, ft, c, 
oder <t, 9, t, ik, c, oder il, 0, At ^ durch terrestrische Gegenstände, 
GoUimator und Niveaus, so wie die im Art. 10. erklärte Bestimmung von 
t, Jb, 6 durch cOlestische Beobachtungen unabhängig von der Biegung 
des Fernrohrs eriaogt werden, oder mit andern Worten, dass die Biegung 
des Femrohrs keinen Einfiuss auf die durch diese Methoden erlangten • 
Resultate hat. 

39. 

Auf die im Vorhergehenden entwickelten Methoden zur Reducüon 
aller, wahrend des Durchganges eines Sterns beobachteten, Fädenantritle 
auf Ein Moment übt die Strahlenbrechung eine Wirkung ans. die unter 

ümslHnden sehr merklich werden kann, und daher rührt, dass eben 
wegen derselben die Unterschiede derSumdenwinkel w — w^uichl der Zeit 
proportional -m l: (ierSlralilenhrechung wegen bedürfen ebenfalls die auf 
Ein Moment rejut n t ri Dcclinalionen fincr kleinen Verbctiieruug. 

Nehmen wir uui jene Wirkuoj^ zu eatwickelu die Gleichung (96) 
vor, und stellen sie wie folgt, 
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r'f,-k„'H 



\ cos (J + A TOS if — i) 

wo also H die Suiimu! der unendlichen Heihe dieser Gleichung bedeutet. 
Da // immer sehr nalic gleit Ii Eins ist, so darf man sie bei den folgenden 
Enlwickelungcn unberiiln t lassen , und es reicht bin die übnyeu ver- 
anderliclien (Brossen zu betrachten; es wird sich übrigens zeigen, dass 
das Resultat wenigstens nähern ngs weise auf ü ausgedehnt werden kann. 

Ich bemerke, dass der obige Ausdruck , so wie die übrigen Aus- 
drücke für (ü — verlangen , dass man fUr d die scheinbare, von der 
Sirahlenbrechang afCcirte Declinaüon des Sterns in sie subslituire, und 
dass sie darauf, indem sie o»^ bestimmen, den Unterschied zwischen 
den gleichfalls von derStrahlenbrecbuogafficirten Stundenwinkeln geben, 
unter welchen sich der Stern in den beiden Absebenslinien be&nd. Dieser 
Unterschied ist aber wegen der Strablenbrecbong nicht der Zeit pro- 
portional, die der Stem gebraucbt hat am ihn zo durchlaufen. Nennen wir 
diese Zeit und die Wirkung der Strahlenbrechung auf den Stundenwinkel 
Ar, wo unter t entweder das Mittel aus den beiden Stundenwtnkeln ver- 
standen werden kann, in welchen sich der Stern in den beiden Absebens- 
linien befand, oder einer dieser Stundenwinkel selbst, und nehmen wir 
nur auf die erste Potenz der Strahlenbrechung Ruck.siclit, welches slels 
ausreicht, so isl n^^^\^t(^\^i^ 

Schreiben wir femer in den Ausdrucken tür m^m^, d-^hAd statt ^, wo 
die Wirkung der Strahlenbrechung auf die Declination bedeutet, so 
dürfen wir in denselben unter & die Declination versleben, die ohne 
Rttcksicht auf die Strahlenbrechung statt findet, und es ist klar^ dass beides 
Ar und Ad die Zeichen bekommen mflssen, die statt finden, wenn man 
von den wahren zu den scheinbaren Ocrtem übergeht. Substituiren wir 
nun diese Ausdrücke in den obigen Ausdruck für sin [cd — cdJ, so wird 

und wenn man diesen entwickelt, bei der ersten Potenz der Strahlen- 
brechung stehen bleibt, und auch das Product von üinMö^ in die 
Strahlenbrechung ubergehl, so ergicbt sich 

(104) .... sin15< = -h , '^ g-*f)f^tf 

wo . I j. »iiiJ<o>«y A * 
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4ü. 

Aus dea AusdrackeQ (403) folgt 

" sin (j+fj cos J 
d^t . sin^ in'f} 

Subslituirt man diese in den eben für F gefundenen Ausdruck, so be- 
kommt man Dach einer leichleu Rcduction 

Bis zur Zenilhdisfanz von (10" bis 70" herab kann nun, olino merklichen 
Fehler bcfiirchlen zu mUssen, in bei Weitem dea meisleo Fälleo, in die- 
sem Ausdruck log f s 6, 4380 — 1 0 

annehmeD, ond für grossere Zenithdistanzen ist f kleiner. Man siebt aus 
diesem numerischen Werth, dass der Factor F nur dann merkliche Wir- 
kubg äussern kann, wenn in dem Aosdrack (105) desselben die Divisoren 

klein werden, ohne dass ziigleich die Zähler klein oder kleiner sind. 

Worm niclil der Winkel / Uber die Maassen gross ist, welches einen 
wenigstens eben so grossen Werth von bedingt, so kann das vorletzte 
Glied in ^lOö, nur in ganz heMHideren Fällen so gross werden, dass es 
merkliche Wirkung «Uisseni konnte, weil sin-'A im ZiShIer desselben vor- 
kommt. Man wird aus diesem Gründen dieses Glied io den meisten Fällen 
übergeben können. Dieses vorausgesetzt sei 

«BV-SHTÄ« 

dann wird 

Fs1-h^sec> ...... (t05*) 

Diesen einlachen Ausdruck habe ich schon im zweiten Bande der 
Astr. Nachr. unter andern abgeleitet. 

Da zufolge des eben entwickelten Ausdrucks von F der Winkel X 

keine oder doch nur geringe Wirkung in dieser Rcduction äussert, so 
kann man die Wirkung der Sirahlenbrechung auf w — 1»„ überhaupt da- 
durch bcrücksichligeo , dass man in der Gleichung allentlialbcn 

schreibt. 
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41. 

Die au die vcrschiedeuen , bei Einem Durchgänge eines Slerns er- 
langtea, Werthe voa d wegeo der Strableobrecbang anzobnogeode Ver- 



dem Aofldnick (103) (br findet mim leicht, wenn man diese Ver' 
besserong mit {d) bezeichnet. 



so kann man wahrend des Durchganges eines Sterns F sowohl wie -^-^^ 

jedenlalls cnii^tiint annehmen, und für den Stundenwinkel berechnen, 
welcher dein Durchgange des Sterns durch don Miltelfaden entspricht. 
In der Nidie des Horizonts aber, wo diese Annahtnc wold eine Ausnahme 
erleiden könnte, sind wiederum sowohl die Strahlenbrechung selbst wie 



die Beobachtungen so unsicher, dass es sich wohl nicht der Sltthe lohnen 
möchte davon abzugehen. Wahrend eines solchen Durchganges sind 
daher immer noch die in Betracht kommenden Unterschiede der Stunden- 
Winkel den entsprechenden ZeitanCerscbieden proportional , nur verhält 
sich die Zelt nicht zum Bogen wie I su 1 5. und dieses Veriialtniss ist 
überhaupt fUr verschiedene Punkte der Himmelskogel anders. 

Es folgt aber hieraus, dass die Wirkung der Stnhienbrechong auf 
die Durcligünge der Sterne verschwindet, wenn die AbsehenslinioD. üs 
welchen beobachtet wird, zo beiden Seiten des mittleren Fadens sym- 
metrisch verlheilt sind, dass aber wohl eine merkliche Wirkung entstehen 
kann, wenn dieses nicht der Fall ist. Es folijt ferner hieraus, dass diese 
Wirkung unmerklich ist. wenn man die Reduction der Beobachtungen 
nach den Methoden ausftihrt. die das Hesultat des beobachtek n l Uirch- 
gaoges für das arithmetische Mittel aus den licobachtungszeilen geijen. 

Es wäre hier noch die Wirkung einer eigenen Bewegung des be- 
obachteten Sterns auf das Resultat des an mehreren Absehenslinien be- 
obachteten Durchganges desselben zu crOrlern, allein da man diese Be- 
wegung immer wtthrend eines Durchganges der Zeit proportional an- 
ndimen kann, so verschwindet ihre Wirkung in denselben bei der 
Strahlenbrechung eben angemerkten Fttllen, und ausserdem ist ihre Be- 
rtlcksichtigung so elnfiich, dass sie hier wohl nicht braucht aus einander 
gesetzt zu werden. 



bessemng kann auf die Grosse 



(m— fu^ beschrankt werden, und aus 
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42. 

Da alte, oder wenigstens die mei'^l('il, der ni Deutschland gehanten 
Aequalorealo so eintroricblet sind, dass das Fernrohr in Bezug auf die 
Stundenachse excenirisch angebracht ist, und die^e Einrichtung viele 
Vorzilee besitzt , so ninss derselben sehliesslich auch gedacht vvordon. 
Natürlich hat dif'>f^ Anordnung atd' die KinsfeHung cölestischor liogen- 
slJtnde keinen Einiluss, allein sie kann auf die Einsfellmii,'( a terrestri- 
scher Gegenstände merkliche Wirkung äussern. Nennt man die Ent- 
fernung der Absehenslinic des Femrohrs von der Stundenachse r, die 
EntferDong des eingestellten Gegenstandes von derselben K, und die 
Entfernung desselben von dem Punkt, in welchem sich die (verlängerte) 
DeclinaUoosachse und die Absehenslinie schneiden, R^; nimmt man 
Cwner r Qiid 4" in der Bedeutung auf, die sie immer in dieser Abhandlong 
gehabt haben, und nennt die analogen Winkel, unter welchen der Gegen- 
stimd von der Absehenslinie ans gesehen wird, T| und «J'it so findet man 
leicht die strengen Gleicbnogen 

coBä^ C08(r— 'r|)si{ coB^+r sin (t— Tj) 

A, cos ^^ tm (t r,) as 4^ r cos (r — tJ 

ii|8in^i sAsin^ 
worans sich, wenn blos die erste Polenz von berttcksichtigt wird, 

T— T,aas + -J secdC, d'— <J;=0 

ergicbt. Die Verbesserung der Ablesung am Declinationskreise ist also 
zwar Null, aber den Ablesungen am Stundenii reise mass die Grösse 

± J 206265". sec (108) 

hinzugefügt werden.wenn wie in dieser Abhandlung überhaupt die durch 
die GoUiniation c verbesserte Ablesung am DedinatioDskreise bedenlet. 

Ueber die Anwendang des oberen oder unleren Zeichens dieses 
Aosdrocks mnss der Bau des Aequaloreals entscheiden. Man denke sich 
das Femrohr im Ueridian und auf den Aeqoator auf die Art gertehtel, 
dass beide Kreise Null zeigen müssen, befindet sich nun bei dieser Ein- 
stellung das Femrohr westlich von der Stundenacfase, so muss im 
Ausdrack (108) immer das obere Zädien angewandt werden, ist im 
Gegentheil das Aequatoreal so gebaut, dass in der genannten Einstellung 
sich das Femrohr Ost lieh von der Stundenachse befindet, so muss im 
Ausdrack (108) immer das untere Zeichen angewandt werden. 

Man erkennt nun leicht, dass die Bestimmung der ReductionS" 
elemenle t und k durch die Ausdrucke (17), und die des Azimuths u 
durch oder (35^) von dem EinQuss der Ei^cenlricililt des Fernrohrs 
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abhängig siod, and daher die betrelKsiideD AblesoogeD vor ihrer An- 
wendoog in diesen Aittdrtickea durch den Auadmck (108) verbessert 
, werden mossen, wenn nicht elwa die angewandten terrestrischen 
Gegenstande so weit entfernt sind» dass diie Wirkung dieser BxoeDtridtflt 
in Bezog auf sie überhaupt unmerklich ist. Die Bestimmung von « wird 
indess von dieser Excentridtat nnabhüngig gemacht, wenn man den 
Gc^'unstand auf beide Arten einstellt, und auf die dadurch erhaltenen 
Ablesungen die Ausdrucke (39) anwendet. Die ttbrigeo in dieser Ab- 
handlung entwickelten Methoden zur Bestimmung der Reductionsele- 
mente sind von dieser Excentricitac unabhängig. 

ZUSATZ. 

Hauptfigur, aus welcher fast alle in der vorslolionden Abhand- 
lung vorkommenden Relationen entnommen wercleu können. 
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Alle Linien dieser Figur bedeuten grösste Kreise auf der um den 
Mittelpunkt des Stimdenkreises besebriebenen Kugeloijt i Hiiclie. P ist der 
Durchsclinittspunlcl des Pols des Aequalors mit dieser Kugcloberniicho; 
P' der des Pols des Aeqiiatoreals ; Q der des in der Abhandlung naher 
bezeichneten Endes der Declinalionsacbse ; S der der Absebenslinie des 
Fernrohrs, die auf einen Stern oder auf einen terrestrischen Gegenstand 
geiicbtel, gedacht wird. S^ hat zwei Bedeutungen; dieser Punkt be- 
zeichnet tbeils einen andern Ponkt der Kugeloberfläche, in welchem ein 
• Stern in derselben Absehenslinie wie 5 eingestellt worden ist, Iheils 
eine zweileAbsehenslinie, in welcher bei unverändert gelassener Stellung 
des Stundenkreises derselbe Stern wie in S eingestellt worden ist- Der 
Kreis AB ist der Meridian des Beobachtongsorts und Z das Zenitb des^ 
selben; der Kreis CD ist der Meridian des Aequatoreals, für welchen 
der Stundenkreis o zeigt, der Kreis EFder flUr welchen der Declinations- 
kreis 90* angiebt, und der Kreis GU der für welchen der Positionskreis 
Null zeigen muss , wenn das Aequatoreal mit einem die Positiooswinkel 
angebenden Mikrometer verschen ist. Die Bezeichnung der Seiten und 
W inkel dieser Figur ist die folgende. 



SPDzsT 

FSP^jf 
EQF^e 

(jSP = 7t' 

BPS^^t 



DPZ^q 

BZS=za 
PSZ^t 
SPZ^t 



ÖZ = 90» — n 
QPD = 90^ + q' 

PQP^A 



/*'S, = 90<'~d' 
FZs»90«— 9>' 



SP=90»— d 

SFD = r 



PS,= 90»— d 
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QPS^=m'' — o) 
().S=00'» — A' 
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